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多重ゼータ値のq類似

多重ゼータ値形式的な二重ゼータ値空間

⼆重アイゼンシュタイン空間

実現



1○ 多重ゼータ値 -定義

定義
自然数の組 k = (k1, . . . , kr)に対し、多重ゼータ値を

ζ(k) = ζ(k1, . . . , kr) =
∑

m1>···>mr>0

1

mk1
1 · · ·mkr

r

で定義する。ただし、収束のため k1 ≥ 2とする。
深さ: r, 重さ: k1 + · · ·+ kr。
多重ゼータ値で生成される Qベクトル空間を Z で表す。

注意：Z は Q代数となる。
事実：多重ゼータ値はたくさんの関係式を満たす。

例 ζ(3) = ζ(2, 1).
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1○ 多重ゼータ値 -複シャッフル関係式
2つの多重ゼータ値の積を書くには 2つの方法がある。

調和積 (級数表示を使用する)
深さ 2の例 (k1, k2 ≥ 2)

ζ(k1) · ζ(k2) =
∑
m>0

1

mk1

∑
n>0

1

nk2

=
∑

m>n>0

1

mk1nk2
+

∑
n>m>0

1

mk1nk2
+

∑
m=n>0

1

mk1+k2

= ζ(k1, k2) + ζ(k2, k1) + ζ(k1 + k2) .

シャッフル積 (多重積分を使用する)
深さ 2の例 (k1, k2 ≥ 2)

ζ(k1) · ζ(k2) =
k1+k2−1∑

j=2

((
j − 1

k1 − 1

)
+

(
j − 1

k2 − 1

))
ζ(j, k1 + k2 − j) .
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1○ 多重ゼータ値 -複シャッフル関係式
これらの 2つの式は、複シャッフル関係式と呼ばれるさまざまな関係式を示す。

例

ζ(2) · ζ(3) 調和= ζ(2, 3) + ζ(3, 2) + ζ(5)

シャッフル
= ζ(2, 3) + 3ζ(3, 2) + 6ζ(4, 1) .

=⇒ 2ζ(3, 2) + 6ζ(4, 1)
複シャッフル

= ζ(5) .

ただし、複数のゼータ値の間にはさらに多くの関係式がある。例：∑
m>n>0

1

m2n
= ζ(2, 1) = ζ(3)=

∑
m>0

1

m3
.

⇝　一般複シャッフル関係式.
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1○ 多重ゼータ値 -形式的な二重ゼータ値の空間

定義 (Gangl・金子・Zagier)

k ≥ 1 に対し、 重さ kの形式的な二重ゼータ値の空間 を

Dk =

〈
Zk, Zk1,k2 , Pk1,k2 | k1 + k2 = k, k1, k2 ≥ 1

〉
Q
/
(♣)

で定義する。ここで商は、 k1, k2 ≥ 1に渡る次の関係式でとる：

Pk1,k2 = Zk1,k2 + Zk2,k1 + Zk1+k2

=

k1+k2−1∑
j=1

((
j − 1

k1 − 1

)
+

(
j − 1

k2 − 1

))
Zj,k1+k2−j .

(♣)
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1○ 多重ゼータ値 -形式的な二重ゼータ値の空間の実現
Aを Qベクトル空間とする。
定義
HomQ(Dk, A)の要素は重さ kの二重ゼータ空間の Aでの実現と呼ばれる。

例 A = Z ⊂ Rの場合 k ≥ 1、k1, k2 ≥ 1、 k1 + k2 = kに対し、次のは Dk の実現

Zk 7−→

{
ζ(k) k ≥ 3

0 k = 1, 2
,

Zk1,k2
7−→


ζ(k1, k2) k1 ≥ 2

−ζ(k2, 1)− ζ(k2 + 1) k1 = 1, k2 ≥ 2

0 k1 = k2 = 1

,

Pk1,k2 7−→

{
ζ(k1)ζ(k2) k1, k2 6= 1

0 k1 = 1 ∨ k2 = 1
.
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1○ 多重ゼータ値 -形式的な二重ゼータ値の空間の実現
リーマンゼータ値はアイゼンシュタイン級数の定数項　 (k ≥ 2)

Gk(τ) = ζ(k) +
(−2πi)k

(k − 1)!

∑
n>0

σk−1(n)q
n .

(ここで q = e2πiτ , τ ∈ H = {z ∈ C | Im(z) > 0}, σk−1(n) =
∑

d|n d
k−1.)

質問
1 Zk 7→ Gk で Dk の実現は存在するか？
2 Pk1,k2

7→ Gk1
Gk2
を満たしているか？

定理 (Gangl・金子・Zagierの答えは「Jein・はい, ほとんど・yes, almost」)

Zk 7→ Gk と

Pk1,k2
7−→ Gk1

Gk2
+

δk1,2

2k2
G′

k2
+

δk2,2

2k1
G′

k1

を使用した Dk の実現が存在する。
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -変形 q類似

定義
複素数 c ∈ Cの重さ kの変形 q類似とは、q級数 f ∈ C[[q]]であって、次を満たすものをいう

lim
q→1

(1− q)kf = c .

定理
重さ kのモジュラー形式 f(τ) = a0 +

∑
n≥1 anq

n に対し、f は (2πi)ka0 の重さ kの変形 q類似。

証明: f が重さ kのモジュラーである場合、f(− 1
τ )=τkf(τ)、つまり

lim
q→1

(1− q)kf(q) = lim
τ→0

((2πiτ)k +O(τk+1))f(τ)= lim
τ→0

(2πi)kf

(
−1

τ

)
= lim

τ→i∞
(2πi)kf(τ) = (2πi)ka0 .
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -変形 q類似
　
特に正規化されたアイゼンシュタイン級数

G̃k(τ) :=
1

(2πi)k
Gk(τ) = −Bk

2k!
+

1

(k − 1)!

∑
n>0

σk−1(n)q
n ∈ Q[[q]]

は偶数 k ≥ 4に対して ζ(k)の変形 q類似（重さ k）。しかし、k ≥ 2の場合は

lim
q→1

(1− q)k
1

(k − 1)!

∑
n>0

σk−1(n)q
n

︸ ︷︷ ︸
g(k)

= ζ(k) .

以下では、g(k) =
∑

m>0
n>0

nk−1

(k−1)!q
mn の拡張をいくつか紹介する。
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -変形 q類似
　定義
k1, . . . kr ≥ 1 に対し、 q-級数 g(k1, . . . , kr) ∈ Q[[q]] を次のように定義する

g(k1, . . . , kr) =
∑

m1>···>mr>0
n1,...,nr>0

nk1−1
1

(k1 − 1)!
. . .

nkr−1
r

(kr − 1)!
qm1n1+···+mrnr .

定理
k1 ≥ 2, k2, . . . , kr ≥ 1 に対し、 g(k1, . . . , kr) は ζ(k1, . . . , kr)の変形 q類似。
証明: まず、 次のように書き直す：

g(k1, . . . , kr) =
∑

m1>···>mr>0

Pk1(q
m1)

(1− qm1)k1
. . .

Pkr (q
mr )

(1− qmr )kr
.

ここで、多項式 Pk は Pk(X)

(1−X)k
:=
∑

n>0
nk−1

(k−1)!
Xn と定義される。これは Pk(1) = 1を満たす。よって、

lim
q→1

(1− q)k1+···+krg(k1, . . . , kr) = lim
q→1

∑
m1>···>mr>0

r∏
j=1

(
1− q

1− qmj

)kj

Pkj (q
mj ) =

∑
m1>···>mr>0

r∏
j=1

1

m
kj

j

.
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -調和積
定理
k1, k2 ≥ 1 に対して

g(k1)g(k2) = g(k1, k2) + g(k2, k1) + g(k1 + k2) +

k1+k2−1∑
j=1

(
λj
k1,k2

+ λj
k2,k1

)
g(j)

である。ただしここで、 λj
k1,k2

は

λj
k1,k2

= (−1)k2−1

(
k1 + k2 − 1− j

k1 − j

)
Bk1+k2−j

(k1 + k2 − j)!
.

証明: 証明には母関数 Lm(X) =
∑

k≥1
Pk(q

m)
(1−qm)k

Xk = eXqm

1−eXqm
を使用する。特に、次に証明する

Lm(X)Lm(Y ) =
1

eX−Y − 1
Lm(X) +

1

eY−X − 1
Lm(Y ),

と∑∞
n=0 Bn

xn

n! = x
ex−1 を使う。
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -調和積

定理
k1, k2 ≥ 1 に対して

g(k1)g(k2) = g(k1, k2) + g(k2, k1) + g(k1 + k2)+

k1+k2−1∑
j=1

(
λj
k1,k2

+ λj
k2,k1

)
g(j) .

例 g(2)g(3) = g(2, 3) + g(3, 2) + g(5)− 1
12g(3).

これは、より小さい重さの項があることを除いて、多重ゼータ値の公式と同じ式。

ζ(2)ζ(3) = ζ(2, 3) + ζ(3, 2) + ζ(5) .

シャッフル積に似た積公式もある？
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -微分

シャッフル積について考察する前に,gの定義を拡張する。このために、微分作用素 q d
dq に着目

する。(q = e2πiτ のとき q d
dq = 1

2πi
d
dτ )

q
d

dq
gk(q) = q

d

dq

∑
m>0
n>0

nk−1

(k − 1)!
qmn =

∑
m>0
n>0

mnk

(k − 1)!
qmn .

この作用素は、分子にもmを作り出すことがわかる。これを d回続けると、次のようになる。(
q
d

dq

)d

gk(q) =
∑
m>0
n>0

mdnk+d−1

(k − 1)!
qmn .

これにより、より一般的な方法で gを定義できる。
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -定義

定義
k1, . . . kr ≥ 1, d1, . . . , dr ≥ 0に対し、

g

(
k1, . . . , kr
d1, . . . , dr

)
=

∑
m1>···>mr>0
n1,...,nr>0

md1
1 nk1−1

1

(k1 − 1)!
. . .

mdr
r nkr−1

r

(kr − 1)!
qm1n1+···+mrnr .

重さ： k1 + · · ·+ kr + d1 + · · ·+ dr、 深さ： r.

前のスライドと同様にして：

q
d

dq
g

(
k1, . . . , kr
d1, . . . , dr

)
=

r∑
j=1

kjg

(
k1, . . . .kj + 1, . . . , kr
d1, . . . , dj + 1, . . . , dr

)
.

彼らの積はどうよう？
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -調和積

調和積は一般化が容易。
定理
k1, k2 ≥ 1, d1, d2 ≥ 0 に対し

g

(
k1
d1

)
g

(
k2
d2

)
= g

(
k1, k2
d1, d2

)
+ g

(
k2, k1
d2, d1

)
+ g

(
k1 + k2
d1 + d2

)
+

k1+k2−1∑
j=1

(
λj
k1,k2

+ λj
k2,k1

)
g

(
j

d1 + d2

)
.

この調和積の公式は、シャッフル積を書き下すために重要になる。
このために、最初に gの間の線形関係の族を紹介する。
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -分割 および若い図形　翻訳冗談

g

(
k1, . . . , kr
d1, . . . , dr

)
=

∑
m1>···>mr>0
n1,...,nr>0

md1
1 nk1−1

1

(k1 − 1)!
. . .

mdr
r nkr−1

r

(kr − 1)!︸ ︷︷ ︸
f(λ)

qm1n1+···+mrnr =
∑
N>0

 ∑
λ∈Partr(N)

f(λ)

 qN .

Partr(N): N の r部分への分割の集合。
任意の r部分への分割 λ ∈ Partr(N)はヤング図形で表すことができる。

λ =

m1

m2

mr−1

mr

n1

n2

nr−1

nr

ここでN = m1n1 + · · ·+mrnr かつ m1 > · · · > mr > 0, n1, . . . , nr > 0.
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -共役な分割
Partr(N)には、ヤング図形の共役 λ 7→ λ′ によって与えられる対合がある。

λ =

m1

m2

mr−1

mr

n1

n2

nr−1

nr

共役
= λ′

n1 + · · ·+ nr

n1 + · · · + nr−1

n1 + n2

n1

mr

mr−1 −mr

m2 −m3

m1 −m2

qN の係数では Partr(N)の要素すべてに渡る和をとっているため、gの次の線形関係が得られる。

g

(
k1, . . . , kr
d1, . . . , dr

)
=

∑
N>0

 ∑
λ∈Partr(N)

f(λ)

 qN =
∑
N>0

 ∑
λ∈Partr(N)

f(λ′)

 qN =
∑

∗ g
(
∗, . . . , ∗
∗, . . . , ∗

)
.
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -共役の例

例 深さ 1では、共役はm ↔ n の交換であり、k ≥ 1, d ≥ 0に対して

g

(
k

d

)
=

∑
m>0
n>0

mdnk−1

(k − 1)!
qmn =

d!

(k − 1)!

∑
m>0
n>0

mdnk−1

d!
qmn =

d!

(k − 1)!
g

(
d+ 1

k − 1

)
.

深さ 2では、共役が m1 → n1 + n2 とm2 → n1 によって与えられる。

g

(
1, 1

1, 2

)
=

∑
m1>m2>0
n1>n2>0

m1m
2
2 q

m1n1+m2n2=
∑

m1>m2>0
n1>n2>0

(n1 + n2)n
2
1 q

m1n1+m2n2

= 6
∑

m1>m2>0
n1>n2>0

n3
1

6
qm1n1+m2n2 + 2

∑
m1>m2>0
n1>n2>0

n2
1n2

2
qm1n1+m2n2

= 6g

(
4, 1

0, 0

)
+ 2g

(
3, 2

0, 0

)
.
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -シャッフル積の例
調和積と共役を組み合わせると、積を表現する別の方法が得られる。

g(2)g(3) = g

(
2

0

)
g

(
3

0

)
=
1

2
g

(
1

1

)
g

(
1

2

)
=

1

2

(
g

(
1, 1

1, 2

)
+ g

(
1, 1

2, 1

)
+ g

(
2

3

)
− g

(
1

3

))
=g

(
2, 3

0, 0

)
+ 3g

(
3, 2

0, 0

)
+ 6g

(
4, 1

0, 0

)
+ 3g

(
4

1

)
− 3g

(
4

0

)
.

q d
dq g

(
3
0

)
= 3g

(
4
1

)を使うと
g(2)g(3) = g(2, 3) + 3g(3, 2) + 6g(4, 1)− 3g(4) + q

d

dq
g(3) .

これは多重ゼータ値のシャッフル積に似ている

ζ(2)ζ(3) = ζ(2, 3) + 3ζ(3, 2) + 6ζ(4, 1) .
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2○ 多重ゼータ値の q類似 -シャッフル積

定理
k1, k2 ≥ 1 と k = k1 + k2 に対し

g(k1)g(k2) =
k−1∑
j=1

((
j − 1

k1 − 1

)
+

(
j − 1

k2 − 1

))
g(j, k − j)

+

(
k − 2

k1 − 1

)(
q
d

dq

g(k − 2)

k − 2
− g(k − 1)

)
+ δk1,1δk2,1g(2) ,

ここで δi,j =

{
1 , i = j

0 , i 6= j
はクロネッカーのデルタ。

一般に、g
(
k1

d1

)
g
(
k2

d2

)に対しても公式が得られる。
19 / 34



2○ 多重ゼータ値の q類似 -複シャッフル関係式

より小さい重さ部分のモジュロを取ると、積は次のようになる
定理
k1, k2 ≥ 1, d1, d2 ≥ 0 に対し

g

(
k1
d1

)
g

(
k2
d2

)
≡ g

(
k1, k2
d1, d2

)
+ g

(
k2, k1
d2, d1

)
+ g

(
k1 + k2
d1 + d2

)
≡

∑
l1+l2=k1+k2
e1+e2=d1+d2

((
l1 − 1

k1 − 1

)(
d1
e1

)
(−1)d1−e1 +

(
l1 − 1

k2 − 1

)(
d2
e1

)
(−1)d2−e1

)
g

(
l1, l2
e1, e2

)

+
d1!d2!

(d1 + d2 + 1)!

(
k1 + k2 − 2

k1 − 1

)
g

(
k1 + k2 − 1

d1 + d2 + 1

)
.

ここで、k1 + k2 + d1 + d2 より小さい重さのモジュロを取っている。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -定義
定義
K ≥ 1 に対し、重さK の形式的な二重アイゼンシュタイン空間 を

EK =

〈
G

(
k

d

)
, G

(
k1, k2
d1, d2

)
, P

(
k1, k2
d1, d2

)
| k+d=k1+k2+d1+d2=K

k,k1,k2≥1, d,d1,d2≥0

〉
Q

/
(♠)

で定義する。ここで商は、次の関係式によってとった：

P

(
k1, k2
d1, d2

)
= G

(
k1, k2
d1, d2

)
+G

(
k2, k1
d2, d1

)
+G

(
k1 + k2
d1 + d2

)
=

∑
l1+l2=k1+k2
e1+e2=d1+d2

((
l1 − 1

k1 − 1

)(
d1
e1

)
(−1)d1−e1 +

(
l1 − 1

k2 − 1

)(
d2
e1

)
(−1)d2−e1

)
G

(
l1, l2
e1, e2

)

+
d1!d2!

(d1 + d2 + 1)!

(
k1 + k2 − 2

k1 − 1

)
G

(
k1 + k2 − 1

d1 + d2 + 1

)
.

(♠)
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -実現

Aを Q-ベクトル空間とする。
定義
HomQ(Ek, A)の要素は重さ kの形式的な二重アイゼンシュタイン空間の Aでの実現と呼ばれる。

次のスライドで見るように、Dk → Ek という埋め込みがあるので、 Ek を実現するたびに、
Dk が実現される。
以下

G

(
k

0

)
7−→ Gk

P

(
k1, k2
0, 0

)
7−→ Gk1

Gk2

を満足させる実現を構成する。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -定義

Ek は、次のように埋め込まれているため、Dk の一般化と見なすことがでる。
定理
すべての k ≥ 1について、以下は Q-線形写像 Dk → Ek を与える。

Zk 7−→ G

(
k

0

)
− δk,2G

(
2

0

)
,

Zk1,k2
7−→ G

(
k1, k2
0, 0

)
+

1

2

(
δk2,1G

(
k1
1

)
− δk1,1G

(
k2
1

)
+ δk1,2G

(
k2 + 1

1

))
,

Pk1,k2
7−→ P

(
k1, k2
0, 0

)
+

1

2

(
δk1,2G

(
k2 + 1

1

)
+ δk2,2G

(
k1 + 1

1

))
− δk1·k2,1G

(
2

0

)
.

特に、Ek の実現が得られれば、Dk の実現も得られる。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -母関数
関係式 (♠)は、以下の母関数を使用して、よりコンパクトな方法で書き換えることができる

G1

(
X1

Y1

)
:=
∑
k1≥1
d1≥0

G

(
k1
d1

)
Xk1−1

1

Y d1
1

d1!
, G2

(
X1, X2

Y1, Y2

)
:=

∑
k1,k2≥1
d1,d2≥0

G

(
k1, k2
d1, d2

)
Xk1−1

1 Xk2−1
2

Y d1
1

d1!

Y d2
2

d2!
,

P

(
X1, X2

Y1, Y2

)
:=

∑
k1,k2≥1
d1,d2≥0

P

(
k1, k2
d1, d2

)
Xk1−1

1 Xk2−1
2

Y d1
1

d1!

Y d2
2

d2!
.

(♠) は

P

(
X1, X2

Y1, Y2

)
= G2

(
X1, X2

Y1, Y2

)
+G2

(
X2, X1

Y2, Y1

)
+

G1

(
X1

Y1+Y2

)
−G1

(
X2

Y1+Y2

)
X1 −X2

= G2

(
X1 +X2, X2

Y1, Y2 − Y1

)
+G2

(
X1 +X2, X1

Y2, Y1 − Y2

)
+

G1

(
X1+X2

Y1

)
−G1

(
X1+X2

Y2

)
Y1 − Y2

.

(♠)

になる。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -群作用
定義
群環 Z[GL2(Z)]の形式的ローラン級数 L = Q((X1, X2, Y1, Y2))に対する作用を、
γ =

(
a b
c d

)
∈ GL2(Z)および R ∈ Lに対して次のように定義する

R|γ

(
X1, X2

Y1, Y2

)
= R

(
aX1 + bX2, cX1 + dX2

det(γ)(dY1 − cY2),det(γ)(−bY1 + aY2)

)
次に、それを Z[GL2(Z)]内のすべての要素に線形に拡張する。GL2(Z)では次の要素を使用する

T =

(
1 1
0 1

)
, U =

(
1 −1
1 0

)
, ϵ =

(
0 1
1 0

)
.

例

(G2| T (1 + ϵ))

(
X1, X2

Y1, Y2

)
= G2

(
X1 +X2, X2

Y1, Y2 − Y1

)
+G2

(
X1 +X2, X1

Y2, Y1 − Y2

)
.
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -実現を見つける

群作用を使用すると、方程式 (♠)は

P = G2|(1 + ϵ) +R∗ = G2| T (1 + ϵ) +R� , (♠)

になる。ここで

R∗
(
X1, X2

Y1, Y2

)
=

G1

(
X1

Y1+Y2

)
−G1

(
X2

Y1+Y2

)
X1 −X2

, R�
(
X1, X2

Y1, Y2

)
=

G1

(
X1+X2

Y1

)
−G1

(
X1+X2

Y2

)
Y1 − Y2

.

ベクトル空間 A内のすべての kの Ek の実現を見つけるには、(♠)を満たす級数

G1

(
X1

Y1

)
,G2

(
X1, X2

Y1, Y2

)
,P

(
X1, X2

Y1, Y2

)
∈ A[[X1, X2, Y1, Y2]] ,

を見つける必要がある。
(表記法を濫用して、生成する多項式に同じ名前を使用する。)
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -実現を見つける

実現を見つけるための 2つの戦略がある。

1 定義式を別の式（フェイ恒等式）に書き直してから、この式を満たす級数を見つける。

2 解を推測し、q類似の代数的設定を使用して、この解が目的の方程式を満たしていることを
証明する。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -フェイ恒等式
定理 (B.-Kühn-Matthes)

F

(
X

Y

)
= −1

2

(
1

X
+

1

Y

)
+G1

(
X

Y

)
∈ A[[X1, X2, Y1, Y2]]

と G1

(−X1

−Y1

)
= −G1

(
X1

Y1

)が
F

(
X1

Y1

)
F

(
X2

Y2

)
+ F

(
X1 −X2

−Y2

)
F

(
X1

Y1 + Y2

)
+ F

(
−X2

−Y1 − Y2

)
F

(
X1 −X2

Y1

)
= 0 .

満たしていると仮定する。このとき

G2 =
1

3
P |(1 + T−1)− 1

12
R∗|(5− 3U + Uϵ)− 1

12
R�|(T−1(5− 3ϵ+ U))

と P
(
X1,X2

Y1,Y2

)
= G1

(
X1

Y1

)
G1

(
X2

Y2

) が (♠)を満たす:

P = G2|(1 + ϵ) +R∗ = G2| T (1 + ϵ) +R� .
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -フェイ恒等式の例

例 フェイ恒等式を満たすローラン級数の例は、双曲線コタンジェント

C

(
X

Y

)
= −1

4

(
coth

(
X

2

)
+ coth

(
Y

2

))
=: −1

2

(
1

X
+

1

Y

)
+ β

(
X

Y

)
.

とクロネッカー関数

Kq

(
X

Y

)
= −1

2

∞∑
m=0

e−X−mY qm

1− qme−X
+

1

2

∞∑
m=0

eY+mXqm

1− qmeY

= −1

2

(
1

X
+

1

Y

)
+

∑
r,s≥0

r+s odd

|r − s|!
r!

(
q
d

dq

)min{r,s}

G̃|r−s|+1(τ)X
r Y

s

s!
.

注意： C = K0.

これによりG
(
k
0

)
7−→ G̃k, P

(
k1,k2

0,0

)
7−→ G̃k1

G̃k2
を満たすように、すべての kの Ekが実現される。

(ここで G̃奇数 = 0)
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 - gの母関数
級数 gの母関数を

g

(
X

Y

)
=

∑
k≥1
d≥0

g

(
k

d

)
Xk−1Y

d

d!
, g

(
X1, X2

Y1, Y2

)
=

∑
k1,k2≥1
d1,d2≥0

g

(
k1, k2
d1, d2

)
Xk1−1

1 Xk2−1
2

Y d1
1

d1!

Y d2
2

d2!
.

で定義する。これにより、調和積の公式を

g

(
X1

Y1

)
g

(
X2

Y2

)
= g

(
X1, X2

Y1, Y2

)
+ g

(
X2, X1

Y2, Y1

)
+

1

X1 −X2

(
g

(
X1

Y1 + Y2

)
− g

(
X2

Y1 + Y2

))
+
(
β

(
X2 −X1

Y1 + Y2

)
− β

(
X1 −X2

Y1 + Y2

))(
g

(
X1

Y1 + Y2

)
− g

(
X2

Y1 + Y2

))
− 1

2

(
g

(
X1

Y1 + Y2

)
+ g

(
X2

Y1 + Y2

))
.

と書くことができる。ここで、β は前のスライドの級数 C の非極性部分であり、本質的にベル
ヌーイ数の母関数である。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -別の実現
定理 (B.-Kühn-Matthes)

べき級数

G1

(
X1

Y1

)
= β

(
X1

Y1

)
+ g

(
X1

Y1

)
,

G2

(
X1, X2

Y1, Y2

)
= β

(
X1, X2

Y1, Y2

)
− β

(
X1 −X2

Y2

)
g

(
X1

Y1 + Y2

)
− 1

2
g

(
X1

Y1 + Y2

)
+ β

(
X2

Y2

)
g

(
X1

Y1

)
+ β

(
X1 −X2

Y1

)
g

(
X2

Y1 + Y2

)
+ g

(
X1, X2

Y1, Y2

)
と P

(
X1,X2

Y1,Y2

)
= G1

(
X1

Y1

)
G1

(
X2

Y2

) は (♠)を満たす：

P = G2|(1 + ϵ) +R∗ = G2| T (1 + ϵ) +R� .

ここで、β は、双曲線コタンジェントから得られた実現。
証明:　 gの代数的構造を使用する。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -別の実現

前の定理は、

G

(
k

d

)
7−→ (k − d− 1)!

(k − 1)!

(
q
d

dq

)d

G̃k−d, (k > d ≥ 0)

P

(
k1, k2
0, 0

)
7−→ G̃k1

G̃k2

を満たすように、すべての kに対して Ek の実現を与えた。
クロネッカー関数からの実現とは対照的に、ここでは奇数 k ≥ 1に対して

G̃k(τ) =
1

(k − 1)!

∑
n>0

σk−1(n)q
n = g(k) .

がある。
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -応用
Ek では、いくつかの明示的な関係を証明できる。
定理
k1, k2 ≥ 1と偶数 k = k1 + k2 ≥ 4 に対し

1

2

((
k1 + k2

k2

)
− (−1)k1

)
G

(
k

0

)
=

k−2∑
j=2
jeven

((
k − j − 1

k1 − 1

)
+

(
k − j − 1

k2 − 1

)
− δj,k1

)
P

(
j, k − j

0, 0

)

+
1

2

((
k − 3

k1 − 1

)
+

(
k − 3

k2 − 1

)
+ δk1,1 + δk2,1

)
G

(
k − 1

1

)
.

前のスライドの実現を使うことで、アイゼンシュタイン級数の積の間の関係式を得ることができ
る。特に、例えば

G8 =
6

7
G2

4, G10 =
10

11
G4G6 .
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3○ 二重アイゼンシュタイン空間 -コメント

Ek には、今日は説明しなかった構造がある。
1 　線形写像

δ : Ek −→ Ek+2

G

(
k1, k2
d1, d2

)
7−→ k1G

(
k1 + 1, k2
d1 + 1, d2

)
+ k2G

(
k1, k2 + 1

d1, d2 + 1

)
および δ : G

(
k
d

)
7→ kG

(
k
d

) がある。これはある意味で演算子 q d
dq 　に対応する。

2 「定数項への射影」として解釈できる線形写像 π : Ek → Dk が存在する。

ご清聴ありがとうございました
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