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Einleitung

In dieser Arbeit wird der Zusammenhang von Modulformen zur vollen Modulgrup-
pe mit Multiplen Zeta-Werten durch Multiple Eisensteinreihen untersucht. Damit
ordnet sich diese Arbeit in die Analytische Zahlentheorie und Kombinatorik ein.

Modulformen sind holomorphe Funktionen auf der oberen komplexen Halbebene, die
unter der Wirkung von SLy(Z) durch Mobiustransformationen bestimmte Funktio-
nalgleichungen erfiillen. Insbesondere gilt fiir eine Modulform f, dass f(7+1) = f(7)
und diese somit eine Fourierreihe besitzt. Die Koeffizienten dieser Reihen sind arith-
metisch interessante Objekte, wodurch Modulformen eine Verbindung zur Analyti-
schen Zahlentheorie besitzen.

Die nach dem deutschen Mathematiker G. EISENSTEINI benannten Eisensteinrei-
hen sind hierbei die einfachsten Beispiele. Fiir ein gerades k > 2 sind diese definiert
durch

1 1 (2ri)k & :
Gr(t) === —— =((k)+ or—1(n)q", q = e,
2 (m%:EZQ (m7 +n)k (k—1)! 712::1
(m,n)#(0,0)

Die zweite Darstellung ist dabei die Fourierreihe und die Koeffizienten sind die
gewohnlichen Teilersummenfunktionen o4_1(n) = Y4, d*~'. Eines der klassischen
Resultate in der Theorie der Modulformen ist, dass die Eisensteinreihen die wesent-
lichen Bausteine aller Modulformen sind und sich jede Modulform als polynomialer
Ausdruck in gewohnlichen Eisensteinreihen darstellen ldsst. Da der konstante Term
der Eisensteinreihe zum Gewicht k& der Riemannsche Zeta-Wert ((k) ist, ergibt sich
der Zusammenhang zu Zeta-Werten. Multiple Zeta-Werte sind eine nattirliche Verall-
gemeinerung der Riemannschen Zeta-Werte. Dabei sind diese fiir natiirliche sq, ..., s;
mit s; > 1 und s; > 1 fur ¢ > 1 definiert durch

1

nit - .oengt

C(S1, .y 81) i= >

ni>ng>...>n; >0

In den Féllen [ = 2 und [ = 3 spricht man auch von Doppel bzw. Triple Zeta-
Werten. Diese wurden schon von L. EULERE] in einigen Spezialfallen untersucht,

!Ferdinand Gotthold Max Eisenstein (¥16. April 1823 - 111. Oktober 1852).
2Leonhard Euler (*15. April 1707 - 118. September 1783).
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sind aber insbesondere in den letzten Jahrzehnten von immer groferem Interesse
gewesen, da sie unter anderem in der theoretischen Physik bei der Berechnung von
Feynman Diagrammen ([BK97]), in der algebraischen Geometrie als Perioden be-
stimmter Modulrdume ([GMO02],[Brol1]) und in vielen weiteren Bereichen, wie z.B.
der Zahlentheorie auftauchen ([Zag94], [Mid]).

Die Multiplen Zeta-Werte erfiillen eine Reihe von Relationen aufgrund der Tatsache,
dass sie sich nicht nur als Summen darstellen lassen, sondern auch durch iterierte
Integrale. Es lasst sich leicht zeigen, dass man dadurch zwei unterschiedliche Dar-
stellungen fiir das Produkt von zwei Multiplen Zeta-Werten als Linearkombination
von anderen Multiplen Zeta-Werten erhalt. Die so entstehende Relation wird Dop-
pel Shuffle Relation genannt. Man erhélt beispielsweise fir das Produkt ((2) - {(3)
folgende Identitat:

C(27 3) + 3((37 2) + 6((47 1) = <(2) ’ C(?)) = C(Q’ 3) + C(?), 2) + C(E)) ) (01>

wobei die rechte Seite durch die Darstellung als Summe und die linke Seite durch
die Darstellung durch itererierte Integrale entsteht. Es ist von groflem Interesse, al-
le Relationen, die zwischen Multiplen Zeta-Werten bestehen zu verstehen und eine
Vermutung ist (siche [Hof97] bzw. [A.3.6)), dass alle Relationen iiber eine kleine Mo-
difikation des obigen Verfahrens entstehen.

Die Arbeit ,Double Zeta Values and modular forms“ ([GKZ06]) von H. Gangl, M.
Kaneko und D. Zagier war die Motivation fiir diese Masterarbeit. In ihrer Arbeit
fithren Gangl, Kaneko und Zagier Doppel Eisensteinreihen ein, die als Kombination
der Doppel Zeta-Werte und den gewohnlichen Eisensteinreihen angesehen werden
kann. Fir s; > 3, s9 > 2 wird die Doppel Eisensteinreihe definiert durch

1
G51,82(T> = Z ) TC H7

mnezrtz VN
m>=n>0

wobei > eine totale Ordnung auf dem Gitter Z7 + Z ist, und m > n anschaulich
nichts anderes bedeutet als ,,m liegt rechts oben von n“, sofern man sich Zr 4 7 als
Punktmenge in der komplexen Ebene vorstellt.

In ihrer Arbeit berechnen Gangl, Kaneko und Zagier die zugehorige Fourierreihe
und zeigen, dass man iiber diese die Definition der Doppel Eisensteinreihe fiir den
Fall s; > 2,59 > 1 erweitern kann, so dass diese auch die Doppel Shuffle Relationen
erfilllen, d.h. dass z.B. insbesondere die analoge Relation fir die zugehorigen
Doppel Eisesteinreihen gilt:

G5(7) = 2G52(T) + 6G4 1 (7). (0.2)



In den Fourierreihen der Doppel Eisensteinreihen tauchen, neben den gewohnlichen
Teilersummen, auch Verallgemeinerungen der Teilersummen auf, die fiir natiirliche
Zahlen s1, ..., s; wie folgt gegeben sind:

0-51,...,51 (n) = Z ’Ufl Sl t Ulsl .

AR
Es zeigt sich, dass man durch die Doppel Shuffle Relationen eine Vielzahl von Rela-
tionen zwischen den verallgemeinerten Teilersummen fiir [ = 1,2 und den Fourier-
koeffizienten von Modulformen erhélt. Beispielsweise ergibt die obige Relation ((0.2))
durch Koeffizientenvergleich folgende Identitét:

o4(n) + 1203(n) = (12 + n)oa(n) + 24 (021(n) + o30(n)) -

In ihrer Arbeit bringen Gangl, Kaneko und Zagier (und Kaneko zusétzlich noch in
seinen Arbeiten [Kanll] und [Kan04]) die Doppel Zeta-Werte in Verbindung mit Pe-
riodenpolynomen von Modulformen. Neben der Erweiterung, die wir in dieser Arbeit
wéhlen, sei daher noch die Arbeit von Koji Tasaka (Kyushu University) erwahnt,
der sich in seiner Promotion mit einer analogen Verbindung von Periodenpolyno-
men zur Kongruenzuntergruppe I'g(2) und ,Doppel Eisensteinreihen zum Level 2¢
beschéftigt (siehe [KTT11], [Tas1l]).

4

Wir wéhlen in dieser Arbeit eine andere Richtung und behandeln, statt dem ,,Doppel*
Fall, den ,Triple” bzw. allgemein den ,Multiplen“-Fall und bleiben bei der vollen
Modulgruppe SLy(7Z). Der Fall der Triple Eisensteinreihen wurde dabei schon von M.
Kaneko und T. Tanaka (Kyoto University) betrachtet, aber nicht weiter ausgefiihrt.

Unter Multiplen Eisensteinreihen verstehen wir dabei, analog zur Definition der
Doppel Eisensteinreihe, folgende Reihe:

Gsy,os (1) = Z

N1y..., M ELTHZL
ny>=...>=n;>=0

nit-.ont

Der Fall [ = 3, also dem Fall der Triple Eisensteinreihen, schenken wir dabei beson-
deres Interesse. Zusammenfassend werden in dieser Arbeit unter anderem folgende
eigenstandige Ergebnisse erzielt:

(i) Neben der Definition von Multiplen Eisensteinreihen und der Untersuchung
des Transformationsverhalten unter Wirkung von SLy(7Z) werden wir eine Kon-
struktion angeben, die es ermdglicht, fiir eine beliebige Multiple Eisensteinrei-
he G, .. 5 mit s; > 3 die zugehorige Fourierreihe zu berechnen. Wir werden
folgenden Satz herleiten:
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(iii)

Satz. F4r sy,...,s; > 2 hat die Fourierreihe von Gy, ., die Gestalt

1111

Gsl,...,sl - C(Sh ceey Sl) + Z anqn )

n>0
mit

Ay = Z Oé?hm’al . (7TZ.>(“+N+Q]' : O-alfl,.“,ajfl(n) ’ C(a’j+17 ) CLZ) )
1<5<i

a1+...+a;=s1+...+3s;
wobei sich die a?l"“’a’ € Q algorithmisch berechnen lassen.

Die zu diesem Satz fiihrende Konstruktion werden wir benutzen, um expli-
zit die Fourierreihe der Triple Eisensteinreihen anzugeben, fiir die wir einige
Beispiele berechnen. Als einfachstes Beispiel erhalten wir:

- CT0Z 5 (— () + o))
3 2\ 1arsa " T 1792070 ) 1
2mi)"? 1 1
i 3|3) T;J (84( 13(n) +03.1(n)) + 2o35(n) + 03,3,3(n)> q".

(0.3)

Um die Fourierreihe von Multiplen Eisensteinreihen zu berechnen, benétigen
wir eine allgemeine Formel fiir die Partialbruchzerlegung bestimmter rationaler
Funktionen. Wir werden daher im vierten Kapitel zeigen, dass fiir paarweise
verschiedene nattirliche Zahlen nq, ..., n; gilt:

l kj—1 1 \k—se
1 _ Z H (Sj—l) ( 1)

(x+n)s - - (x+n)s (ne —m )k | (@ + ne)ke

ki+...+ki=k | j=1

1<e<l j#e
Diese Formel wird fir den Fall [ = 2 in [GKZ06] ohne einen Beweis angegeben.
Diesen werden wir in dieser Arbeit mit elementaren Methoden angeben, um
damit induktiv den oben aufgefiihrten allgemeinen Fall herzuleiten.

Wie oben erwéhnt, erhélt man durch die Doppel Shuffle Relationen von Dop-
pel Eisensteinreihen Identitaten zwischen Fourierkoeffizienten von Modulfor-
men und verallgemeinerten Teilersummen. Fiir den Fall der Spitzenform A
werden wir auf diese Weise fiir die zugehorigen Fourierkoeffizienten, die Rama-
nujansche tau-Funktion 7(n), Formeln herleiten. Dazu werden wir allgemeine
Uberlegungen anstellen, wann Linearkombinationen von Triple bzw. Doppel
Eisensteinreihen modular sind. Ein triviales Beispiel fiir eine Modulform vom
Gewicht 12 bildet dabei (0.3)). Durch Koeffizientenvergleich und mit Hilfe der



Theorie der Multiplen Eisensteinreihen leiten wir unter anderem folgende Dar-
stellung von 7(n) her:

23.3.5-112-7(n) = —2%-139-691 - 0y(n) +3-7-11-13-691 - o3(n)
—2.3.5.11-691 -n-03(n) +2*-3*-11-691 - o5(n)
—2-11-691 - o7(n) + 3% - 011(n)
—22.32.5.7-11-691 - 0333(n),

aus der sich mehrere Kongruenzen zwischen der 7-Funktion und einfachen Tei-
lersummen ergeben, wie z.B. die beiden bekannten Identitiaten 7(n) = o11(n)
mod 691, 7(n) = nos(n) mod 7, aber auch z.B.:

1847(n) = 12001 (n)+(16n—63)03(n)—5605(n)+15807(n)+9011(n) mod 512.

(iv) Da die Summe in der Definition der Triple Eisennsteinreihen Gy, s, s, nur fir
S1, 82,83 > 2 absolut konvergiert, werden wir mit Hilfe von Identidten zwi-
schen verallgemeinerten Teilersummen eine Definition fiir die Eisensteinreihe
Go,2,2 angeben, die die gleichen Relationen erfiillt wie der zugehorige Zeta-Wert
((2,2,2). Dariiber hinaus werden wir eine numerisch gestiitzte Vermutung auf-
stellen, wie analoge Erweiterungen fiir Gio, o aussehen miissten.

Um die benotigten Identitaten zwischen verallgemeinerten Teilersummen zu
erhalten, werden wir Erzeugendenreihen fiir diese herleiten und in Verbindung
mit Ergebnissen aus [SR] bringen.

(v) Mit Hilfe von Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen werden wir im An-
hang zusétzlich eine Formel fiir 7(n) angeben, die Ahnlichkeit mit den oben
erwahnten Formeln durch verallgemeinerte Teilersummen hat.

(vi) Im Anhang werden wir eine dokumentierte Mathematica Implementierung an-
geben, mit deren Hilfe man die Fourierreihen von Doppel als auch Triple Ei-
sensteinreihen berechnen kann.

Neben diesen Ergebnissen werden zusatzlich einige Rechnungen und kombinatori-
sche Uberlegungen, die in [GKZ06], [Kan1l] oder [Kan04] ohne Beweis angegeben
werden, ausgefiihrt.

Zusammenfassend werden wir im Ausblick spéater sehen, dass die in dieser Arbeit
behandelten Resultate scheinbar nur die Anfinge einer allgemeinen Theorie sind.
Die Multiplen Eisensteinreihen liefern neue arithmetische und analytische Aspekte
in der Theorie Multipler Zeta-Werte, iiber die bisher noch sehr wenig bekannt ist.
Da die Multiplen Eisensteinreihen analytische Funktionen sind, erhalt man einen
grofen Fundus an Werkzeugen, wie z.B. die Funktionentheorie und die Theorie von
Modulformen, um Relationen zwischen Multiplen Zeta-Werten zu untersuchen.
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Auftbau

Im ersten Kapitel werden wir die bendtigen Grundlagen einfiihren und klassische
Begriffe wie die Riemannsche Zeta-Funktion und Bernoulli-Zahlen wiederholen.

Das zweite Kapitel stellt die notigen Begriffe aus der Theorie von Modulformen
dar. Neben der Definition von (quasi-) Modulformen, Spitzenformen, A-Funktion,
7-Funktion und Hecke-Operatoren werden Standard Resultate, wie z.B. die Multi-
plikativitat von 7 angegeben.

Die Multiplen Zeta-Werte werden im dritten Kapitel eingefithrt. Des Weiteren wer-
den die fiir die Arbeit notigen Begriffe und Sétze aufgefiihrt.

Der Hauptteil der Arbeit, das vierte Kapitel, behandelt die Multiplen Eisensteinrei-
hen. Nach der Definition und einem kleinen Abschnitt iiber das Transformationsver-
halten unter der Wirkung von SLy(Z), geben wir eine Konstruktion zur Berechnung
der Fourierreihe fiir die Multiplen Eisensteinreihen Gy, fir s; > 2 an. Dabei
werden wir zunéchst einige allgemeine kombinatorische Uberlegungen anstellen und
eine Formel fiir die Partialbruchentwicklung von (x 4 nq)=% - ... - (z + n;) ™" herlei-
ten. Wir zeigen, dass sich damit, analog zum Fall der klassischen Eisensteinreihe, die
Fourierreihe der Multiplen Eisensteinreihe mit der Lipschitzformel berechnen ldsst.
Dies werden wir explizit im Fall [ = 2, 3 machen, bzw. die Resultate aus [GKZ00]
fiir den Fall der Doppel Eisensteinreihen angeben. Am Endes des Abschnittes iiber
Triple Eisensteinreihen werden wir den Fall der Multiplen Eisensteinreihen Gy o
betrachten und eine Definition von G559 mit Hilfe von Identitéten zwischen ver-
allgemeinerten Teilersummen herleiten. Danach werden wir uns damit beschéftigen,
wann Linearkombinationen von Doppel und Triple Eisensteinreihen modular sind.
Aus diesen Uberlegungen werden wir am Ende des Kapitels einige Formeln fiir 7(n)
angeben.

Die in den Fourierkoeffizienten auftauchenden verallgemeinerten Teilersummen wer-
den wir im finften Kapitel genauer betrachten. Dazu werden wir sie in Verbindung
mit Partitonen bringen und Erzeugenendereihen berechnen. Mit diesen werden wir
zusétzliche Relationen herleiten und wir werden sehen, wie Relationen zwischen
verallgemeinerten Teilersummen mit Identidten zwischen Eulerschen Polynomen zu-
sammenhéangen.

Zum Abschluss werden wir im sechsten Kapitel einen Ausblick geben, in welche Rich-
tung man die in den vorherigen Kapiteln besprochenen Konzepte fortfithren konnte.
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Der Anhang [4] beinhaltet eine Einfithrung in Multiple Zeta-Werte, die im zugehor-
gigen Vorbereitungsprojekt dieser Arbeit entstanden ist.

Anhang @ enthalt einen Uberblick iiber Periodenpolynome und Hecke-Operatoren
auf Periodenpolynomen. Wir leiten dort eine Formel fiir 7(n) her, die Ahnlichkeiten
mit den Formeln hat, die mit Hilfe der Theorie von Multiplen Eisensteinreihen her-
geleitet wurden.

Im Anhang[( geben wir einen dokumentierten Mathematica Code an, um die Fou-
rierreihe sowohl von Doppel als auch Triple Eisensteinreihen zu berechnen.

11
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1. Grundlagen

1.1. Notationen

In dieser Arbeit benutzen wir die iiblichen Schreibweisen
H={z+yieC|z,y e R,y >0}

fiir die obere Halbebene und ¢ := ¢(7) = €™ fiir 7 € H.

Werden Summen tiber Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe anderer Zah-
len betrachtet, wird stets angenommen, dass die Summanden > 1 sind, d.h. es gilt
stets

a1+...+an=~k ai+...+an=k
a; >0

Mit X, bezeichnen wir die n-te Permutationsgruppe und mit ¢;; das Kronecker-
Delta.

Es wird zudem vorkommen, dass wir x als Platzhalter fiir natiirliche Zahlen be-
nutzen, die unterschiedliche Werte annehmen koénnen. So meinen wir z.B. mit ,Wir
konnen die W, , durch rationale Linearkombinationen von W, darstellen., dass es
fir alle natiirlichen Zahlen a,b fir die ¥,; definiert ist, rationale Zahlen )\; € Q,
1<j<m,méeNgibt mit ¥,;, =37, \;¥;.

In den spéateren Abschnitten werden wir Identitédten erhalten, die nur bis zu einer ge-
wissen Grofie numerisch verifiziert wurden. Wir kennzeichnen diese Identiaten durch

Ist f=3",50anq", a, € C, so benutzen wir folgende Bezeichnung

o Ldf o df n
Df=1= 27 d1 _qdq _nzgonanq '

13



1. Grundlagen
1.2. Riemannsche Zeta-Funktion

Da in der Theorie der Zeta-Funktionen einige andere Funktionen und Zahlen aus der
Analysis auftreten, werden diese zunachst wiederholt. Wir richten uns dabei nach
[EF06],[K6n04] und [Dra.

Definition 1.2.1. Das Integral
I'(2) :/ e tdt
0

stellt eine holomorphe Funktion in der rechten Halbebene {z € C | Re(z) > 0} dar
und wird Gamma Funktion genannt.

Die Gammafunktion kann man sich als eine Art analytische Fortsetzung der Fakultét
vorstellen, welche nur fiir natiirliche Zahlen definiert ist, da gilt:

[(n)= (-1

In obiger Form ist die Gamma Funktion nur fiir Re(z) > 0 definiert. Man erhalt
aber eine meromorphe Fortsetzung in die gesamte komplexe Ebene:

Satz 1.2.2. Die Gamma Funktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung auf die ge-
samte komplexen Ebene, die durch folgende Integraldarstellung gegeben ist:

['(z) = /100 t*te~tdt + i (=7 1

= pl z+p

Beweis. Siehe [Dra] oder [EF06] S. 440. O

Es wurde hier das Integral [; aus der Definition in einen holomorphen Anteil [
und einen meromorphen Anteil fol aufgeteilt. Der zweite Teil ergibt sich durch Um-
formung zu der gegebenen Summe, welche die Pole an den Stellen 0, —1,2, .. liefert.

Definition 1.2.3. Die n-te Bernoulli-Zahl B, ist definiert als Koeffizient folgender
Taylorreihe:

k
x x
=Y (-1)'By~—.
e — 1 g( )" Bi k!
Das k-te Bernoulli-Polynom wird definiert durch
b (k
By(X) =Y < )B,,X’H’.
r=0 r

14



1.2. Riemannsche Zeta-Funktion

By=31 B =-L By=2%

6’

Die ersten Werte sind By =1, B; = 2,
By, = H9L und B2k+1 =0 fur k > 0.

Do = 66’ 2730
Bernoulli-Zahlen und Polynome finden sich in vielen Bereichen der Mathematik
wieder. Wir zititeren folgende klassische Aussage, die wir im spateren Abschnitt

bendtigen:

Proposition 1.2.4. (Faulhabersche Formel) Firn,p € N gilt:

Z kP — p+1( ) Bp+1 o zp: <p+ 1>B p+1— ]

p+1 p+1 J

Beweis. Siehe [Kon04] S. 291. O

Zudem treten Bernoulli-Zahlen im Folgenden in der meromorphen Fortsetzung und
in einigen Werten an ganzzahligen Stellen folgender Funktion auf:

Definition 1.2.5. Fiur Re(s) > 1 wird die Riemannsche Zeta-Funktion definiert
durch

Fiir sie hat man mit Hilfe der eindeutigen Primfaktorzerlegung natiirlicher Zahlen
und der geometrischen Reihe die analoge Darstellung

1 1 1 1
S (T T Iy ey

ns -
n>0 p prim p prim ps

Dies nennt man auch das Eulerprodukt von (. Wir werden in dieser Arbeit ((s)
nur fiir nattirliche s betrachten. Zur Vollstandigkeit geben wir in diesem Abschnitt
einige klassische Resultate zur Zetafunktion an, da dhnliche Resultate auch fir die
Multiple Zeta-Funktion existieren (siche z.B. [Zha00], [AET]), worauf wir in dieser
Arbeit aber nicht eingehen werden.

Lemma 1.2.6. Fir Re(z) > 1 gilt

M) )= [ ef: .

Beweis. Esist I'(z) = [;°t* te~!dt. Setzt man im Integral t = ns fiir n € IN erhalt

man v
(2) :/ Sz_le_nst.
0

15



1. Grundlagen

Durch Summation auf beiden Seiten iiber n erhalt man mit Hilfe der geometrischen
Reihe:

riz)-¢(x) =Y /O T et gy

n>0

= /OOO Y (e7)

n>0

00 7fz—l
= dt.
/0 et — 1

Mit Hilfe des Lemmas gelangt man an die meromorphe Fortsetzung der Zeta-Funktion:

Satz 1.2.7. Die Riemannsche Zeta-Funktion besitzt eine meromorphe Fortsetzung
in die gesamte komplexe Ebene durch

1 1 1 & B, 1 oo g5l
_ N S de | .
() [(s) (s—l 2s+k:2 k:!s+k—1+/1 er —1 x)

Beweis. Mit dem Lemma [[.2.6] ist

1 00 xs—l 1 1 Is_l ) xs—l
() F(s)/o w10 F(s)(o ez—lij 1 ez—1$>

Das zweite Integral konvergiert absolut und stellt eine ganze Funktion dar. Bei

dem ersten Integral kann man die Definition der Bernoulli-Zahlen benutzen und
Z,sfl .Z‘k+5

L =Y s0(—1)kBy k!72 setzen. Man erhélt

1 1 L gkt oo gl
= ~1)B dr+ [ d
['(s) /0 lg)( V"B o L1
1 1 oo gl
= _1)*B / d
['(s) (kzZO( ) "Rk+s—1) L er—1 :1:)
1 1 1 =B, 1 so gl
== o D d
F(s)(s—l 2s+k:2k!s+k—1 /1 ew—1x>
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1.3. Klassische Fisensteinreihen

1.3. Klassische Eisensteinreihen

Im Folgenden werden bekannte Ergebnisse aus der Analysis wiederholt und die Fou-
rierreihe der klassischen Eisensteinreihen hergeleitet, da diese Methoden spéter fiir
die Fourierreihenentwicklung der Multiplen Eisensteinreihen benotigt werden.

In der Analysis erhalt man fiir die Partialbruchzerlegung und die Fourierreihe von
7 cot(mT) folgende Darstellung:

1 & 1 1 >
;—!—Clz::l <7’—d + T+d> = mcot(nT) = —7m'—27m'mz::0qm.

(Siehe z.B. [Zag0g] S. 16).
Leitet man beide Seiten k£ — 1 mal ab, erhalt man:

Proposition 1.3.1. (Lipschitz Summationsformel) Fir k > 1 gilt:

T -
2 rar (o™ 1

deZ

Beweis. Den Beweis einer allgemeineren Formel diesen Typs findet sich in [PPO1]
oder auch wieder in [Zag0§]. O

Die klassische Eisensteinreihe vom Gewicht k& wird definiert durch

1 1
Gr(T) == — . (1.1)
2 (mmz):eZQ (m7 +n)k
(m,n)#(0,0)

Es gibt verschiedene Konventionen beziiglich der Normierung der Eisensteinreihen.
Das hier definierte Gy, entspricht dabei dem Gy, in [Zag08], wobei hingegen in [DS05]
und [Ser77] das Gy ohne den Faktor § definiert ist.

Aufteilen in die Terme m = 0 und m € Z\0 liefert fir gerade k:

G =y e+ 3 (T

n#0 m=1 \n€eZ

Mit [L31] erhalten wir:

(—2mi)F & &

PP
(

m=1n=1

—2mi)k &

(k—1)

= (k) + > or-1(n)g”,

!
n

wobei oy (n) = X4, d* die Teilersummenfunktion ist.
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2. Modulformen

Dieser Abschnitt soll die grundlegenden Begriffe iiber Modulformen einfiihren, die
wir im spéteren Verlauf der Arbeit benotigen werden. Alle folgenden Aussagen sind
klassische Resultate, die sich in fast jeder Einfiihrung zu Modulformen finden. Wir
richten uns dabei grofitenteils nach [Ser77],[Zag08],[Lan95] und [DS05]. Nach der
Definition von Modulformen und grundlegenden Aussagen wiederholen wir kurz die
Theorie der Hecke-Operatoren und gehen im dritten Teil auf Periodenpolynome
ein. Diese besitzen eine Beziehung zu Relationen zwischen Doppel Zeta-Werten, auf
welche wir im Abschnitt eingehen.

2.1. Grundlagen
Definition 2.1.1. (Slash-Operator) Der k-te Slash-Operator ist fiir ein k& € Z eine

Gruppenwirkung von Z[My(Z)] auf der Menge Abb(H, C), gegeben auf den Erzeu-
gern v € My(Z) durch

[SIE

f\m(l‘) = det(y)

ke fax+0b
(cz +d) f(c:z:+d>'

Durch lineare Fortsetzung erhdlt man hiermit eine Wirkung von Z[M,,(7Z)].

Definition 2.1.2. (Modulform) Eine holomorphe Funktion f € O(H) heifit Modul-
form vom Gewicht k, falls fiir ein & € IN und fiir alle v € SLy(7Z) gilt:

f|w:f

und f zusétzlich eine Fourierreihenentwicklung der Form f(7) = 3,5 a,q" hat.
Gilt dabei ag = 0, so heiflt f Spitzenform.

Die Menge aller Modulformen vom Gewicht k wird mit M} bezeichnet, die Men-
ge aller Spitzenformen vom Gewicht k£ mit Sy und die Menge aller Modulformen
mit M, = @~ Mi. Die Menge der Modulformen vom Gewicht £ mit rationalen
Fourierkoeffizienten bezeichnen wir mit M ,?

Die Eisensteinreihen Gy, in (1.1)) auf Seite[L7]sind fiir gerade k& > 2 Modulformen vom
Gewicht k (siehe z.B. [Ser77] S. 83). Dass sie modular transformieren, werden wir in
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2. Modulformen

Abschnitt [4] sehen, wenn wir allgemein das modulare Transformationsverhalten von
Multiplen Eisensteinreihen betrachten.

Die Eisensteinreihen G4 und Gg spielen eine besondere Rolle, da sie den Ring aller
Modulformen erzeugen und somit gilt M, = C[G4, Gs] (siehe [Zag90] S. 19 Satz 4).
Anhand der Definition wird offensichtlich, dass es keine nicht triviale Modulform vom
ungeraden Gewicht geben kann, da —FE € SLy(Z), wobei E die 2 x 2-Einheitsmatrix
bezeichnet. Damit wird die Bedingung f|, -g = f zu:

—1-7+0 !

e BV G R GG
T —1

und somit muss k ungerade sein oder f ist identisch Null.

Ein weiteres klassisches Resultat ist, dass der C-Vektorraum M}, endlichdimensional

ist und man die Dimension leicht anhand des Gewichtes berechnen kann:

Proposition 2.1.3. Fir die Dimension von My gilt:

| £ ], falls k=2 mod 12

dime (M) =
o(M) {Lg]—i—l, sonst

Beweis. Der Beweis benutzt dabei Resultate aus der Funktionentheorie (Residu-
ensatz). Er findet sich in [Ser77] auf S. 88. O

Somit zeigt sich, dass erst ab k = 12 nicht triviale Spitzenformen existieren. Aus der
Definition der Spitzenformen ergibt sich zudem, dass M} = CGy & Sk, da man von
einer beliebigen Modulform vom Gewicht k ein Vielfaches von G} abziehen kann,
um so einen verschwindenen konstanten Fourierkoeffizienten zu erhalten.

k|2 46 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
dime(My) [0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 2 3 2

Die erste auftretene Spitzemform bei £ = 12 ist folgende Funktion:

Definition 2.1.4. Die Delta-Funktion (oder auch Diskriminante genannt) ist defi-
niert durch

Alr) = qu<1 T

A ist eine Spitzenform vom Gewicht 12 (siehe [Ser77] S. 95), ihre Fourierkoeffizienten
werden mit 7(n) bezeichnet und Ramanujansche tau-Funktion genannt.
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2.1. Grundlagen

Fir ihre ersten Werte erhalt man:
A(r) =Y 7(n)q"
n>0

= q — 24¢* + 252¢% — 1472¢" + 4830¢° — 6048¢° — 16744¢" + 84480¢° + ....
Wir werden in den spéteren Teilen dieser Arbeit unter anderem Formeln fiir die 7(n)
herleiten, indem wir A als Linearkombination von Multiplen Eisensteinreihen schrei-
ben. Im néchsten Kapitel werden wir mit Hilfe der Theorie der Hecke-Operatoren
zeigen, dass die 7(n) multiplikativ sind.
In der Definition der Eisensteinreihe Gy muss k > 2 sein, damit die Reihe absolut
konvergiert. Definiert man Gy, aber iiber ihre Fourierentwicklung

Gr(T) = ((k) +

2m

_1 Zakl )

so existiert diese auch fiir £ = 2 und fur ungerade k. Schreiben wir im Folgenden

G mit k = 2 oder k ungerade, so meinen wir damit diese Darstellung.
(5 ist keine Modulform, da sich zeigen lésst, dass sie unter der Wirkung von SLy(Z)
nicht entsprechend transformiert, sondern stattdessen folgendes gilt:

a b

az+b 9 ‘
Go (cz+d> = (cz+d)” Gy(z) — mic(cz +d) , <c d> € SLy(Z) .

(Siehe [Zag90] S. 19, Formel (19)).
Die Eisensteinreihe Gy nimmt dennoch einen wichtigen Platz in der Theorie der

Modulformen ein. So kann man zum Beispiel obige Transformationseigenschaft be-
nutzen um zu zeigen, dass A eine Modulform ist.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir alle G, fiir k& > 2 betrachten und fithren
dazu noch folgenden Begriff ein:

Definition 2.1.5. Der Ring der Quasi-Modulformen ist gegeben durch M, :=
C[G27G47G6]'

Diese versehen wir mit der zu erwartenen Graduierung und bezeichnen mit M, die
Quasi-Modulformen vom Gewicht k.

Satz 2.1.6. M, ist abgeschlossen unter D = qdiq und es gilt:

12¢(2)
1 7
G = (G Gy~ 4G ) ,
BN
1 O
Gi= 3o <G2 G — Gi) .
Beweis. Siehe [Zag90] S. 49. Dort werden die Identitéten fur die normierte Version
der Eisensteinreihen FEj := ((k)"'G}, angegeben, welche wir in dieser Arbeit aber
nicht betrachten. O]
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2. Modulformen

2.2. Hecke-Operatoren

Hecke-Operatoren sind Vektorraumendomorphismen M, — M, die 1935 von E.
HECKEﬂ eingefithrt wurden und einen wichtigen Teil in der Theorie der Modulformen
darstellen. Wir werden uns in diesem Abschnitt weitestgehend nach [Ser77] richten.

Definition 2.2.1. (Hecke-Operator) Sei f € M. Dann ist fiir ein n € IN der Hecke-
Operator T, : M;, — M, definiert durch

Tnf(z) = nkil Z f\A7

AeM,

wobei

Mn:{<g 2)eM(Q,Z)\aZLad:n,OSbfd}-

Proposition 2.2.2. (Eigenschaften von T,, auf M) Sei f = 3,50 ang™ € My, und
1 <m,n €N mit g¢gT(m,n) =1 und p prim. Dann gilt fir die Hecke-Operatoren:

Z) Tanf - Tm~nf7
i) Ty Tyf = Ty f + D" 1 Tpns f.
Beweis. Siehe [Ser77] S. 101, Prop. 11. O

Proposition 2.2.3. (Fourierkoeffizienten von T,,f) Fir f = 3,50 anq" € M} und
n € N gilt fiir die Fourierkoeffizienten von Ty, f = 37,50 Ymq™:

i) Ym = Z d* tamn,

a2

dlggT (m,n)
i) Yo = ox-1(n) - ao,
i) 1 = ap.
Beweis. Siehe [Ser77] S. 101, Prop. 12. O

Definition 2.2.4. (Eigenform) Eine Modulform 0 # f € My, die zu T,, Eigenfunk-
tion fir alle n € N ist, heifit Eigenform . Gilt zusétzlich a;(f) = 1, so heifit f eine
normierte Eigenform.

Proposition 2.2.5. (Multiplikativitit) Ist f = Y,50a,q" € M}, eine normierte
FEigenform, dann gilt fir alle m,n € N mit ggT(m,n) = 1:

Amon, = Qo * Q.

!Erich Hecke (* 20. September 1887 - 113. Februar 1947).
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2.2. Hecke-Operatoren

Beweis. Siehe [Ser77] S. 102, Cor. 12. O

Proposition 2.2.6. (Petersson Skalarprodukt) Sind f,g € Sy, so wird durch

< fg>= /ff(Z)g(Z)ykdzgly

ein hermitesches Skalarprodukt auf Sy definiert, wobei

1 1
J-":{ZGHHz]zl, —2§Re(z)§2}.

Satz 2.2.7. (Selbstadjungiertheit der T, ) Die Hecke-Operatoren sind selbstadjun-
giert beziiglich des Petersson Skalarproduktes, d.h ¥ f,g € Sy und Vn € IN gilt:

<T.f,9g>=<f,Thg>.
Beweis. Siche [MKO07] S. 233. O

Wir erinnern an dieser Stelle an zwei Resultate aus der linearen Algebra:

Lemma 2.2.8. Ist V' # 0 ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und A eine
kommutative C-Unteralgebra von End(V), dann gibt es einen simultanen Eigenvek-

tor0#v eV firalleT e A.
Beweis. Siehe [Fis05]. O

Da hier die Hecke-Operatoren eine kommutative Unteralgebra von End(Mj) bilden
(siche [Ser77]) und die M} endlich dimensional sind, gibt es fiir jedes gerade k
Eigenvektoren in M;,.

Lemma 2.2.9. Ist (V,<>) ein hermitescher Vektorraum und T € End(V') selbst-
adjungiert beziiglich <>, dann besitzt V eine Basis aus Figenvektoren von T .

Beweis. Siehe [Fis05] S. 312. O

Da die Hecke-Operatoren selbstadjungiert beziiglich des Petersson Skalaproduktes
sind, gibt es fiir jedes M, eine Basis aus Eigenformen.

Satz 2.2.10. (Multiplikativitdt der T-Funktion) Es gilt fir ggT(n,m) = 1:
T(m)T(n) =1(m-n).

Beweis. Da Sj, eindimensional ist und es eine Basis aus Eigenformen gibt, muss
A eine Eigenform sein. Da die Fourierkoeffizienten von Eigenformen multiplikativ
sind, ist 7 multiplikativ. O
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3. Multiple Zeta-Werte

Multiple Zeta-Werte sind eine natiirliche Verallgemeinerung der Riemannschen Zeta-
Funktion. Wir wollen in diesem Abschnitt nur die fir diese Arbeit benétigten Re-
sultate préasentieren. Eine ausfiihrlichere Einfiithrung in dieses Thema befindet sich
im Anhang [A]

3.1. Grundlagen

Definition 3.1.1. (Multipler Zeta-Wert, Lange, Gewicht)

(i) Ein Tupel s := (si,...,s) € IN' natiirlicher Zahlen mit s; > 1 nennen wir
eine zuldssige Indexrmenge und bezeichnen mit ¢(s) := [ die Ldnge und mit
|s| := X s; das Gewicht von s.

(ii) Fur eine zuldssige Indexmenge s nennen wir

C(s) =C(s1, .y 8) = >

nsl . . nsl
n1>ng>...>n>0 Y1 : l

einen Multiplen Zeta-Wert (MZV) der Lénge £(s) und Gewicht |s|.
(iii) Im Fall ¢(s) = 2, 3 sprechen wir von Doppel bzw. Triple Zeta-Werten.

(iv) Mit 3; bezeichnen wir den Q-Vektorraum, der durch alle Multiplen Zeta-
Werten vom Gewicht k£ aufgespannt wird. Den Raum aller Multiplen Zeta-
Werte bezeichnen wir mit 3 := @y~q k-

Fir das Produkt zweier Multipler Zeta-Werte ergibt sich aufgrund der Definition
folgende Relation fiir den Fall [ = 2:

C(s1) - ((s2) =

S1
n1>0 nl n2>0

>
- S1 . ,,82
ni>ng>0 ny - Ny

= ((s1,52) + C(s2,51) + ((51 + 82) -

> 5132+z R

na>ni>0 ny n1=ns>0 nl Ny

Dies gilt allgemein fiir beliebige Level. Wir geben dies hier nur skizzenhaft an und
verweisen fiir eine exakte Formulierung auf Satz im Anhang.
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3. Multiple Zeta-Werte

Satz 3.1.2. (Stuffle Relation) Fir zwei zuldssige Indexmengen s = (s, ..., s;) und

= ("1, Tn) gilt:
I+m

C(s)-Cr) =" > Clar,-a5).

j=max(l,m)

Die (ay, ...,a;) durchlaufen dabei die Tupel mit a, = s, a, =1, oder a, = s,+7,, S0
dass die urspringliche Reihenfolge der s, und r, beibehalten wird und jedes s, bzw.
T« genau einmal in einem a, ,vorhanden® ist.

Beweis. Siehe Satz [A.3.5 auf Seite [I08] O

Der Raum 3 bildet somit unter anderem eine Q-Algebra. Wir werden uns in dieser
Arbeit fast nur mit Doppel und Triple Zeta-Werten beschéftigen. Neben der oben
genannten Relation (3.1)) auf Seite [25( bendtigen wir daher nur noch folgende Stuffle
Relation:

((s1,82) - C(11) = ((51, 82,71) + ((81,71, 82) + (71, 51, 52)
+C(7’1 +51,82) +C<81,7’1 —|—82) .

Neben der Darstellung als Summe besitzen die Multiplen Zeta-Werte auch eine Dar-
stellung durch iterierte Integrale (siehe Proposition , wodurch sich die Shuffie
Relation ergibt. Um diese zu formulieren, benétigt man einige Notationen, die im
Anhang in Abschnitt genauer ausgefithrt sind. Wir bezeichnen mit >* den durch
die Menge > = {zg, x1} erzeugten freien Monoid, mit dem Aneinanderhdngen von
Elementen als Verkniipfung und dem leeren Wort 1 als neutralem Element. Fiir
ZoZo...To € X* schreiben wir z. Zusatzlich setzen wir

Ys 1= $S_1z1 flir s > 1,

Ws = Ys, ---Ys, fiir eine zuldssige Indexmenge s = (sq, ..., 1) .

Sei H = Pex- Q und H° = Q1dzoHr, der Raum der formalen Linearkombinationen
von Wortern aus >* mit rationalen Koeffizienten, die zu zuldssigen Indexmengen
gehoren (siehe Deﬁnition. Mit der Idendifikation einer zulédssigen Indexmenge
s = (81, ..., 8;) mit dem Wort wg := ys, ...ys, fassen wir nun durch lineare Fortsetzung
¢ als Abbildung von $° nach R auf.

Damit erhalten wir:

Satz 3.1.3. (Shuffle Relation) Definiert man fir u,v,w € ¥*, by,by € 3 rekursiv
die Verkniipfung

lvw=wwl=w,

byuw byv = by(uw byv) + bo(byuw v),
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3.1. Grundlagen

dann gilt fir zwei zuldssige Indexmengen s und r und obiger Identifikation von s
mit ws und von r mit w,:

C(S) ’ C(T) = C(ws) ’ C(wr) = C(ws w wr) ’

wobei ((wsww,), wie oben Beschrieben, als Linearkombination der Zeta- Werte, die
zu den entstehenden Wartern in wg w w, gehdren, zu verstehen ist.

Beweis. Siehe Satz[A.3.5] auf Seite 108 O

Mit der oben definierten Verkniipfung bildet $° eine Q-Algebra.

Beispiel 3.1.4. Wir geben ein Beispiel der Shuffle Relation fir {(2) - (3). Dazu
betrachten wir in H°:

W) M W3y = Y2 MYz = Toly Y Toloxr = To(21 W 2oT0T1) + (LT W ToT1)
= xo(x1 (1w zozox1) + To(21 W 2021)) + To(T0 (21 W 2021) + X (2021 W 21))
= ToX120ToT1 + 3xoro(T1 L Tox1)
= xor1ToToT1 + 3Toxo(r1 (1w xowy) + o271 W 21))
= ToT1ToToT1 + 3ToToT1ToT1 + 3ToToTo(x1 W x1)
= ToX120ToT1 + 3ToToT1Tox1 + 3Toxoxo(z1 (1w ) + 2 (27 2 1))
= ToT1ToToT1 + 3ToToT1ToT1 + O6XoXoTox 121 = Youy3 + 3Ysy2 + Oyays

= w(273) + 311)(372) + 6’[1)(471) .

Und somit

€(2) - ¢(3) = €(2,3) +3¢(3,2) + 6¢(4,1)..

Fiir die Doppel Zeta-Werte lasst sich diese Relation allgemein angeben durch (siehe
oder Bemerkung 4.4.7)):

<<s1>-<<82>='§<("°‘1> #(178)) b

po— S1 — 1 So — 1
Auch fir {(sq) - ((s2, s3) kann man die Shuffle Relation explizit angeben:

Proposition 3.1.5. Fiir s, > 2,53 > 1 und k = s1 + so + s3 gilt:
C(Sl) : C(82, 83) =
ki —1 ki —1 ko — 1 ko — 1
S O Y i e
key+ko+ka =k 51— Sp—1 s3 — ks s3—1

Beweis. Dies kann man analog zum obigen Fall elementar durch leichte kombi-
natorische Uberlegungen zeigen. Ein Beweis findet sich aber auch z.B. in [GX08a]

(3). 0
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3. Multiple Zeta-Werte

Definition 3.1.6. Die Relation die durch das Gleichsetzen beider Darstellungen
von Proposition und Proposition fiir das Produkt von zwei Multiplen
Zeta-Werten entsteht, wird als Doppel Shuffie Relation bezeichnet.

3.2. Doppel Zeta-Werte

Fir die Doppel Zeta-Werte ist die Doppel Shuffle Relation explizit gegeben durch:

C(51,52) + ((52,51) + (51 + 52) = i <<r—1> + <T_1>>C(Ta31+82—7")'

po—t S1 — 1 S9 — 1
Damit ergibt sich folgende Proposition:

Proposition 3.2.1. Sei k gerade, | = |2k | und die Matriz DS* € M;_1,(Q) gegeben
durch

Y

DSk, — {v(j,k—j;i)  falls1<j<*®

1
(Oi2j—k + Oi2k—2j) s+ sonst
wobei

. 7 —1 7—1
V(1. s;7) = <T_1> + <8_1> —0rj = 0s;j

B, B (r+s)!
2B, 51! sl

k(r,s) =

Dann gilt fiir beliebige A = (A, ..., \)T € Q' und DS*-A =: (cq, ..., cr_1)T € QF 1

(Eljl Az-) ((k) = kf ¢iCisk—1i).

=2

Beweis. Siehe Proposition im Anhang. O

Mit dieser Proposition kénnen alle in dieser Arbeit auftretenen Relationen zwischen
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3.2. Doppel Zeta-Werte

Doppel Zeta-Werten hergeleitet werden. Fiir den Fall £ = 12 gilt beispielsweise:

o0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 22 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0
13 3 0 0 0 0 23 0 0 0
14 6 4 0 0 0 0 0 42 168
1 51 10 5 0 0 0 % —90 | =] 0
1 6 15 20 15 12 0 0 0 55 150
1 7 21 35 42 42 0 23 0 0 0
1 8 28 64 98 112 0 0 0 0 28
1 9 45 120 210 252 32 0 0 50 0
1 20 90 240 420 504 0 0 0 0
Ds!'?
und somit

5197 360
wop o(12) = (42 — 90 4 55 + 691> ¢(12) = 168¢(5,7) + 150¢(7,5) + 28¢(9, 3) .

Im Kapitel iiber Triple Eisensteinreihen benétigen wir zudem folgenden Satz:

Satz 3.2.2. Fir m,n >0 und m +n = k ungerade gilt:

Cln,m) = 51+ (1)) ()
+ [(—1)“(2) - 1] (k)
—(=1)" (kiﬂ [(k ;12_21 1) + (k ;2_2 1_ 1)1 C(20)¢C(k — 20).

Beweis. Siehe (5) in [Carll]. O

Relationen zwischen Doppel Zeta-Werten ((a,b) bei denen a und b ungerade sind,
besitzen eine interessante Beziehung zu Periodenpolynomen (siehe fiir die Definition
im Anhang [B.1.2)). Eine kleine Einfithrung in Periodenpolynome befindet sich im

Anhang [B.]]

Satz 3.2.3. Fir gerade k > 12, P(X,Y) € Wi/(X*2 = Y*2) und q.)_, definiert
durch

k-2 —1yk—r—1
P(X + Y> Y) = Z Qr‘,k—rXr Yy )

r=1 r—1
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3. Multiple Zeta-Werte

qgilt:
> GrC(r,k—7)=0 mod ((k).

r=3
rungerade

Umgekehrt ist ein P(X,Y'), welches so durch eine Relation von ungeraden Doppel

Zeta-Werten entsteht, ein Periodenpolynom.

Beweis. Dieses Ergebnis stammt urspriinglich aus [GKZ06] Theorem 3 und findet
sich in obiger Formulierung in [BS11] Theorem 1.4. O

Das Periodenpolynom von A aus (B.1)) liefert z.B. die bereits oben erwahnte Relation

28¢(9,3) + 150¢(7,5) + 168((5,7) = 56,1;17«12) .
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4. Multiple Eisensteinreihen

In [GKZ06] werden Doppel Eisensteinreihen eingefiihrt, welche zu den gewdhnlichen
Eisensteinreihen eine d&hnliche Rolle einnehmen, wie es die Doppel Zeta-Werte beziig-
lich der einfachen Zeta-Werte tun. In diesem Abschnitt wollen wir den allgemeinen
Fall betrachten und Multiple Eisensteinreihen definieren, bevor wir in den folgenden
Abschnitten genauer auf die Doppel bzw. Triple Eisensteinreihen eingehen.

4.1. Grundlagen

Definition 4.1.1. Eine Teilmenge P C Z*\{0}, bei der mit a,b € P auch a+b € P
und 7% = P U {0} U (=P) ist, nennen wir positiv. Gilt z —y € P, dann schreiben
wir x =p y. Fiir ein M C Z? definieren wir fiir ein 7 € H abkiirzend:

M(t):={mr+neC|(m,n) e M}
und analog fiir ein a = (m,n) € M setzen wir a(7) := m7 + n.
Als unser wichtigstes Beispiel einer positive Menge betrachten wir

m

e o o o o
o O o o o
o O o o o
o o 0 0 @
o o o o @
o O o o o
o o o o O
o o o o O
o O o o o

-

n R

Abbildung 4.1.: Darstellung von Py, R und U.

Po::{(m,n)€Z2|m>Ov(m:O/\n>0)}:RUU

mit R ={(0,n) € Z*> | n >0} und U = {(m,n) € Z* | m > 0}. Statt >p, schreiben
wir nur >. Damit wollen wir nun die Multiplen Eisensteinreihen analog zur Definition
der Multiplen Zeta-Werte wie folgt definieren.
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4. Multiple Eisensteinreihen

Definition 4.1.2. Fiir 7 € H und natiirliche Zahlen sy, ..., s; > 2 definieren wir die
Multiple Eisensteinrethe von Gewicht s; 4 ... + s, und Lénge [ durch
1

ap(7)s - o a(T)s

GS1,---,81 (T) =

ap>...>-a;>0

Im Fall [ = 1 entspricht diese Definition genau der Definition aus fiir die klas-
sische Eisensteinreihe G, fiir gerade k > 2. Der Faktor % verschwindet hier, da nur
noch iiber die Hélfte des Gitters summiert wird.

Proposition 4.1.3. Die Multiple Eisensteinreihe G, g, stellt fir si,...,s; > 2 eine
analytische Funktionen auf der oberen Halbebene dar.

Beweis. Bekannt ist, dass die klassischen Eisensteinreihen Gy, fiir & > 2 analytische
Funktionen auf der oberen Halbebene darstellen (siche z.B. [EF06] S. 318). Somit
ist fir sq,...,s, > 2 auch

G, (1) .- Gy (1) =

ai,...,a;=0 a1(7)81 Tt al(T)Sl

analytisch und somit absolut konvergent. Damit ist insbesondere die Multiple Eisen-
steinreihe absolut konvergent. Dass diese zudem lokal gleichmafig konvergiert und
somit, analytisch ist, lasst sich analog zeigen wie bei der klassischen Eisensteinreihe
z.B. mit Hilffsatz 8.1 in [EF06] auf Seite 317. O

Im Folgenden werden wir sehen, dass die Multiplen Eisensteinreihen eine Fourier-
entwicklung besitzen und der konstante Term von Gy, ., genau dem zugehorigen
Multiplen Zeta-Wert ((s1, ..., s;) entspricht. Es stellt sich daher die Frage, ob die
Multiplen Eisensteinreihen auch die Stuffle bzw. Shuffle Relationen erfiillen.

Bemerkung 4.1.4. (Stuffle Relation) Dass die Stuffle Relation erfiillt wird, ergibt
sich direkt aus der Definition. Dies gilt allgemeiner, wenn man fiir eine beliebige
positive Menge P eine analoge Definition der Multiplen Eisensteinreihen angibt,
indem die > durch >p ersetzt werden. Die zugehorige Reihe bezeichnen wir mit
Gs,...5,(P, 7). Diese erfiillen genau wie die Multiplen Zeta-Werte die Stuffle Relation

(siehe Satz|3.1.2)):
Proposition 4.1.5. (Stuffle Relation) Fir eine feste positive Menge P erfillen die
Gy, (P,7) die Stuffle Relation, d.h. es gilt fir si,...,s > 2 und 1, ...,1; > 2:

I+m
Gopost(P,7) - Gy oy (PyT) = Y Glayay (P, 7).
j=max(l,m)
Die (ay, ..., a;) durchlaufen dabei die Tupel mit a, = s, a, = ry oder a, = s,+7x, S0
dass die urspringliche Reihenfolge der s, und r, beibehalten wird und jedes s, bzw.
r« genau einmal in einem a, ,vorhanden® ist.

32



4.1. Grundlagen

Beweis. Dies folgt aus der Eigenschaft einer positiven Menge und den gleichen

kombinatorischen Uberlegungen wie in Satz (vgl. Satz[3.1.2). O]

Der einfachste Fall ist dabei wieder gegeben durch

1 1
GS (P;T)-GS (P’T): - 0
1 2 (m1,m1)>p0 (mlT + nl)Sl (m27n22)>P0 (mQT + n2)82

1

- 5

(mumn)(mamayep (T +102)% (MaT + n2)*
= > .t > .t 3
(m1,n1)—(m2,n2)€P (m1,n1)—(ma2,n2)e—P (m1,n1)—(mz2,n2)=(0,0)

- GSLSQ (Pv T) + GS2,S1 <P7 T) + G81+82 (Pv T) .

Beispiel 4.1.6. Wie wir durch Proposition wissen, ist dim(M;p) = 1 und
durch Koeffizientenvergleich erhilt man, dass G4 - Gg = %Glo gilt. Zusammen mit
Gy - Gs = Gy + Gea + Gy ergibt sich somit die erste einfache Relation zwischen
Multiplen Eisensteinreihen:

Glo(T) =10 (G476(7') + G674(7‘)) .

Bemerkung 4.1.7. (Shuffle Relation) Die Shuffle Relation wie fur die Multiplen
Zeta-Werte (siche Satz konnen wir an dieser Stelle noch nicht erwarten, da
hierfiir die Ausdriicke G,
sein mussten.

Im Beispiel ist die Shuffle Relation fiir die entsprechenden Zeta-Werte gegeben
durch

s, auch fir s; =2 und s; = 1,2 fir « = 1, ..., [ definiert

-----

¢(4)-¢(6) =((4,6) +4¢(5,5) + 11((6,4) 4+ 26¢(7,3) + 56¢(8,2) + 112¢(9,1).

Damit es also sinnvoll ist zu fragen, ob die Shuffle Relation in diesem Fall auch fiir
die Eistensteinreihen erfiillt ist, miissten somit Gg; und Gy definiert sein. Doch da
zusétzlich gilt

C(5)% = 2¢(5,5) + 10¢(6,4) + 30¢(7,3) + 70¢(8,2) + 140¢(9,1) ,

ergibt sich

560 <<(4)ﬁ2€(6) B sz():) = 5¢(4,6) + 12¢(5,5) + 15((6,4) + 10{(7,3).

Benutzt man hier jeweils auf der linken Seite wieder die Stuffle Relation ((5)? =

2¢(5,5) + ¢(10) und ¢(4) - (6) = ¢(4,6) + €(6,4) + ¢(10), so folgt:

¢(10) = 20¢(5,5) + 10¢(6,4) + 10¢(7,3) .
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4. Multiple Eisensteinreihen

Bei dieser Relation macht es wiederum Sinn zu fragen, ob die analoge Relation auch
von den Doppel Eisensteinreihen erfiillt wird. Wir werden im spateren Abschnitt,
in dem wir Partialbruchzerlegungen betrachten, sehen, dass sich die Shuffie Relati-
on, die urspriinglich durch die Darstellung durch iterierte Integrale fiir Zeta-Werte
entstand, ganz einfach aus der Partialbruchzerlegung von (z 4+ nq)™%" - (z + ng) ™2
herleiten ldsst (Bemerkung . Diese rein kombinatorischen Uberlegungen lassen
sich auch auf die Triple Eisensteinreihen tibertragen und somit erfiillen diese auch
Relationen, die aus der Shuffle Relation entstehen, sofern keine ,nicht konvergenten
Teile* mehr vorhanden sind.

Eines der Hauptergebnisse aus [GKZ06], welches wir in darstellen, ist es, dass
man fiir den Fall der Doppeleisensteinreihen die fehlenden Relationen erhalt, indem
man entsprechende Definitionen von Gy, 5, angibt.

4.2. Modularitat I: Transformationsverhalten

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Transformationsverhalten von Multiplen
Eisensteinreihen unter der Wirkung von SLy(Z). Mit B bezeichnen wir die Men-
ge aller positiven Mengen und fiir ein P € P betrachten wir die oben erwahnte
verallgemeinerte Definition fiir eine Multiple Eisensteinreihe zu P, die gegeben ist

durch z

Gsy..s)(P,T) = Z H(mﬂ' +mn;) 7%

(m1,n1)=p...=p(my,n)=p0i=1

Auf einer positiven Menge P betrachten wir fiir ein v € SLy(Z) die Wirkung
v.P = {(m,n) € Z*| (m,n)y € 77} =Py leP

und erhalten so eine Wirkunge von SLy(Z) auf 3.

Damit gilt:

L ar +b o
GSL---ysl (,P/Y'T) = Z H (miCT T d + nz)

(m1,n1)=p...=p(my,n;)=p0i=1

- Z H ct+d

(m1,n1)=p...=p(my,ng)=p0 i=1
l

= (c1 4 d)s1ts Z H ((mia + nie)t + (mb + nyd)) ™™

(m1,m1)=p...=p(my,n)=p0 i=1

I (mi(CLT—l—b)—f—ni(CT_’_d))si

!
= (cT + d)s ot Z H(mﬂ' +mn;) "

(mi,n1)y~bp.=p(my,my)y~t=p0i=1

= (et + d)sﬁ"'HZGsl,...,sl (v.P,7).
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4.2. Modularitat I: Transformationsverhalten

5 (P,+) hat

somit stark mit dem Transformationsverhalten von P unter der Wirkung von SLy(Z)

Die Frage nach dem modularen Transformationsverhalten fiir ein Gy,

1111

zu tun.
Die Gruppe SLy(Z) wird erzeugt durch die Matrizen

11 0 —1
T.(O 1) und S.(l O>'

(Siehe z.B. [MKO7] S. 125).
Um das modulare Transformationsverhalten fiir eine Funktion f zu erhalten, reicht
es daher fl,r = f und f,s = f zu zeigen, was gleichbedeutend mit f(7.7) =

f(r+1)=f(r) und f(S.7)=f (_71) = 7 f(7) ist.

Proposition 4.2.1. Es gilt fir si,...,s; > 2, dass

Beweis. Fiir die Wirkung von T" auf P, gilt:

T.Py={(m,n) €Z*|m>0V(m=0An=>0)} <(1) _11>

Z{(m,n—m)€Z2]m>0v(m:0/\n>0)}:730

(4.1)

und damit ist G, 5 (7 + 1) = G, 5(7). O

Die so existierenden Fourierreihen werden wir in den folgenden Abschnitten fiir die
Falle [ = 2, 3 berechnen und fiir die restlichen [ > 3 eine allgemeine Konstruktion
angeben. Fir die Wirkung von S auf P, erhalten wir:

S.PO:{(m,n)€Z2\m>0v(m20/\n>o)} (_01 (1)>
j

:{(_n,m)ez2|m>ov(m:0/\n>0)
={(mn) €2’ [n>0V(n=0Am<0)}.

Dies entspricht anschaulich einer Rotation um 90° der positiven Menge:

m m
o o o o o o o o o
° o ¢ o o @ e o o
o o 0 ¢ o o o S e o o
*~—o n e *~—e n
¢ o o o
¢ o o @
¢ o o o
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4. Multiple Eisensteinreihen

Die G,

und haben daher kein modulares Transformationsverhalten. Bekannt ist aber, dass

s, sind somit fiir beliebige sy, ..., s; nicht invariant unter der Wirkung von S

77777

Gy, fir s; > 2 gerade modular ist. Dies ist ein Spezialfall folgender kombinatorischer
Uberlegung:

Satz 4.2.2. Fir gerade sy,...,8; > 2, k =81+ ... + s gilt:

oeY;

Beweis. Wir definieren zunéchst
N : 72 — 72

(. n) (m,n), falls (m,n) € Py |
(—m,—n), sonst
Damit gilt offensichtlich fiir eine beliebige positive Menge P, dass N(P) = Py, da
PU-PU{0} = Z2 Ist (m,n) € P soist (mr + n)* = (—=mr — n)* fiir gerade k.
Somit ergibt sich
1 1 1
2 (mr +n)k 2 )(mT—I—n)k— 2 (mT +n)k"

(m,n)eP (m,n)eN(P (m,n)€Po

Fiir den Fall P = 5. Py und geradem s; > 2 ist also insbesondere:

S1 1 | 1
Go(S7) =7 2 (mT +n)s ! 2 (mT +n)s

(m,n)€S. Py (m,n)EN(S.Po)
1
=7 ) o= T GR(T) .
(m,n)EPo (mT + TL)
m m m
.......... g cveee N eesoi}iiiin
n — n — n

Dies zeigt den Fall | = 1 des Satzes. Es sind zwar Py und N (S.Py) als Mengen
identisch, aber durch die Abbildung N wird die durch Py gegebene Ordnung ver-
andert (siche Abbildung [4.2)). Fur [ > 1 und gerade si,..,s; ergibt die Summa-
tion von ay(7)% - ... - a;(7)% iber a; > ... = a; > 0 nicht das Gleiche wie tber
a1 =N(SPy) - ~N(SPo) U =N(s.P) 0. Man kann sich nun leicht tberlegen, dass
durch die Summation iiber alle Vertauschungen der s; die entstehende Funktion fiir
gerade i, ..., s; invariant unter der Wirkung von S bleibt .
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4.3. Fourierentwicklung I

m m m
a as
az | oa ay 4 :
: as S : A N ; — 9
n — \ n — n
31
as

Abbildung 4.2.: Beispiel fiir den Fall [ = 3. Durch die Abbilung N o S wird aus
a1 = ao = az ein Summand mit az = a; = as.

Bemerkung 4.2.3. Ein alternativer Beweis fiir Satz ware die Benutzung der
Stuffle Relation. Man kann fiir [ > 1 die Aussage per Induktion zeigen, da aus dem

Stuffle Produkt folgt:

l
Gsl+1 ’ Z Gscr(l)v“'vsu(l) = Z Gsa(l)v“'vsa(l-‘rl) + Z Z GTU(1),~~-,TU(1) )

ocEY oEX 11 j=loe;

wobei in der zweiten Summe jeweils r; = s; fir ¢ # j und 7; = s; + s;41. Die linke
Seite und der rechte Summand auf der rechten Seite sind per Induktionsannahme
modular und somit ist es auch der linke Summand auf der rechten Seite.

4.3. Fourierentwicklung I

Da Gy, .. s (7+1) = Gy, 5 (7), besitzen die Multiplen Eisensteinreihen eine Fourier-
entwicklung. Dieser Abschnitt soll nun das allgemeine Vorgehen zur Berechnung der
Fourierentwicklung beschreiben. Um die Fourierentwicklung der klassischen Eisen-
steinreihe zu berechnen, benutzt man dabei die Lipschitz Summationsformel [I.3.1}

um Terme der Form } - in die Form .y a,q™" zu tberfiihren.

Das Vorgehen fiir die Multiplen Eisensteinreihen ist &hnlich. Es tauchen hierbei
Terme ahnlicher Gestalt auf, bei denen man aber nicht direkt die Lipschitz Summa-
tionsformel anwenden kann, sondern zunachst mit Hilfe von Partialbruchzerlegungen
,passende“ Terme berechnen muss.

Als Erstes schreiben wir die Multiple Eisensteinreihe um: Ist (ay,...,q;) € Py, so

. " S| o
schreiben wir @; = >7,_1"" a;. Damit ist

l
Cos(m) = 2. Jlam™.
Poljzl

(a1,...,a1)€
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4. Multiple Eisensteinreihen

Da Py = R U U, lisst sich die Multiple Eisensteinreihe der Lange [ somit in 2/

Summanden aufteilen, die wir einzeln betrachten. Dazu bezeichnen wir die beiden

Mengen R und U als Buchstaben und Kartesische Produkte von ihnen als Worter.

Zusétzlich definieren wir die Menge W, := {M; x ... x M; | M; € {R,U}}, welche

somit die Menge aller Worter mit | Buchstaben (bzw. der Lange 1) beschreibt. Ist

w= RMU"..R™*U" € W, ein Wort, so schreiben wir fiir das , gespiegelte® Wort
= U R"™...R"U" und definieren damit:

CRRCEIED o LORE

(a1,...,ap)ewT j=1

Fiir ein Wort w € Wy der Léange 0 setzen wir GY, (1) = 1.

Bemerkung 4.3.1. Diese zunéchst unnotig kompliziert erscheinende Definition von
@; und die Nutzung von w’ stammt daher, dass im spateren Verlauf natiirlichere
Identitédten entstehen. Die Reihenfolge der Buchstaben entspricht hier nun der Rei-
henfolge der s;. Der Nutzen wird in der Formel auf Seite [41] deutlich.

Summiert man nun iiber alle moglichen Worter der Lange [ auf, so erhdlt man die
Multiple Eisensteinreihe:

Proposition 4.3.2. Es gilt fir sq,...,5, > 2

Gslv S Z Gsly 81 T '

weW)

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus der vorigen Diskussion und der Definition von
GY O

81404581

Im Fall [ = 1 existieren nur die Worter R und U und wir haben in Abschnitt [1.3]
gesehen, dass

Gg = (1), =2 >

m>0neZ mT + TL

Fiir das Wort w = R' gilt offensichtlich Ggwsl(T) = ((s1,...,51), da

Choa= 3 Mw= 5 I =),

((0,“1),...,(0,nl))€R n1>>nl>0]:1

Um G¢ , fiir [ > 1 zu berechnen, fiithren wir nun folgende Bezeichnungen ein:
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4.3. Fourierentwicklung I

Definition 4.3.3. Fiir sq,...,s; > 1 definieren wir:

Voo ()= D2 H

ny>...>np =1 T+nZ
n;€Z

Gs1,sy (T) 1= Z U (maT) - - Wy, (my7) .

m1>...>m;>0

Diese zwei Objekte sind, wie wir noch sehen werden, zusammen mit den Multiplen
Zeta-Werten die wesentlichen Bestandteile der Multiplen Eisensteinreihen. Ziel wird
es sein, aus Kombinationen von den Funktionen ¥, auf die g, zu schlieflen, da sich
fiir diese eine Fourierreihe berechnen lasst.

Lemma 4.3.4. (Fourierreihe von gs, . s ) Fiir si,...,s; > 1 gilt:

(_27TZ')S1+...+51

Gsysy(T) = O -1,..5-1(1)q"
S1 Sl( ) (51_1>"(Sl—1)|nz>0 S1 S ( ) )
wobes
Os1-1,..5-1(n) = Z vfl_l o)t L
u1v1+...Fuvy=n
u1>...>u;>0

Die oy, s (n) bezeichnen wir als verallgemeinerte Teilersummen, welche wir in Ka-
pitel [5| genauer betrachten werden.

Beweis. Mit erhalten wir zunéchst

\IISZ_ (mZT) _ Z 1 . (—277'2) i Z nfl—lqmini )

=, (mT +n)s (s —1)! =0

Damit ist dann

gsl,--wsl(T) = Z \1181 (m17—> Teeet ‘Ijsl (mlT)

mi1>...>m;>0
(—2mg)srtts

Z Z n.il 1 e n?z—lqm1n1+...+mlnl
my1>...>m; >0 (51 o 1) Tt (sl - ]')' ni,...,n >0
_ ( 27”)51+ e Z n- L n;ﬁlqmml—k...—kmmz
(s =)o (s —=1)! > >0
ny,...,n; >0

(—2mg)s1tts N

B (s1— 1)l (sp—1)! 7%:003171,“,,&,1(71” )

]

Wir betrachten nun die Félle [ = 1 und [ = 2 und betrachten die jeweils auftreten-
den G, bzw. G

S1,52°
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4. Multiple Eisensteinreihen

Beispiel 4.3.5. (Klassische Eisensteinreihe) Der bekannte klassische Fall [ = 1 ist
mit obigen Bezeichnungen folgendermaflen gegeben:

Gy (1) = GE(7) + G (7) = ((51) + D Uy, (m)
m>0

(—2mi)"

(Sl — 1)' n>0

Da man hier das allgemeine Vorgehen noch nicht erkennen kann, betrachten wir

[ = 2. In diesem Fall hat man insgesamt die vier Worter R?, RU,UR und U?, fiir

die wir die zugehorigen Eisensteinreihen berechnen:

0s,-1(n)q" .

= C(Sl) + Gsq (T) = ((81) +

Beispiel 4.3.6. (Doppel Eisensteinreihe)
(i) Das Wort R? ergibt, wie oben erwihnt, Gs1 o (T) = ((51,52).
(ii) Fir das Wort UR erhalt man:
G () = >

((0,n1),(m2,n2))eERU

1
((mg 4+ 0)7 4+ (ng + n2))** (0T + nq)*

1 1
= — — = Ggl(T) -GE(7)
(mQ%)EU (maT + ng)*t (OJ%:GR 2 5
= Z \Ijs1 (mT)Q(sg)
m>0
= g5, (7)C(s2) -
(iii) Im Fall RU erhalten wir:
1
G, (1) =
o ((m17n1)7(20»n2))€UR ((m1 +0)7 + (n1 + n2))* (ma7 + 1)
-y ¥ :
=0 1y na€Z (mlT + (n1 + n2))51 (mlT + nl)sz

3 :

m>0mn1>n2 mlT + n1)51 (mlT + n2)82

= Z Uy, so(mT) .

m>0
(iv) Fiir das Wort U? ergibt sich:
2
(1) = >

((m2,n2),(m1,n1))eU?

= D

m1>ma>0ny no€Z (mlT + (nl + n2))81 <m27- + nl)sz

- T Y e S

s2
m1>mo>0neZ m17‘ +n =4 (mQT + n)

= Z \I/sl(mﬂ')\lfm (m2T) = Ys1,s2 (T) .

m1>mo>0

1
((my +m2)T + (n1 + ng))* (M7 + nq)*2
1
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4.3. Fourierentwicklung I

Damit haben wir insgesamt fiir die Doppel Eisensteinreihe:

Gopss(T) = GE (1) + GUR (1) + GFY (1) + GV, (7)

= C(s1,80) + g (DC(52) + 3 Wy (ma7) + gora(r) . (32
m1>0

Bemerkung 4.3.7. Durch Beispiel (ii) wird offensichtlich, dass allgemein fiir
wg,r; > 0,1 <4 <kmit XF (u; +r;) =1 gilt:

Gglul R™ .. .U R"k (7—) — GsU:lizlirkUuk (T) . C(Slfr]fkl, - Sl) ) (43)

Man kann sich daher auf die Worter beschranken, die auf einem U enden.

U“1R"..U"%
S1yeeey Sl—rp,

Es wird durch Beispiel 4.3.6|das Prinzip klar, wie sich die Terme der Form G
berechnen lassen.
Im Fall [ = 5 fithrt das Wort RUR?U z.B. zu

GRUR2U (7) = Z Vs, s (mlT)\IJ83,S4,85 (sz) .

51,52,53,54,55

m1>ma>0
m
as
ay
ay a2 a3

Abbildung 4.3.: Beispiel von (ai,...,a5) € (RUR?U)T bzw. ein Summand
von Giﬂﬁgs%%. Die unteren drei Punkte ,gehoren” dabei zu
v

ss.54.55 (Ma7) und die oberen beiden zu ¥y, 4, (my7).

Allgemein entsteht fiir jedes B, :== R"'U mit r > 1 ein Block der Form ¥, . 1 (myT).
Somit erhélt man fiir ein Wort w = B,,...B,, mit [ =r; + ... + 7} die Darstellung:

SR =Y e, () e U ().

mi>...>mi >0
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4. Multiple Eisensteinreihen

Um nun also die Fourrierreihe von Multiplen Eisensteinreihen zu berechnen, miissen
wir die entstehenden Terme obiger Form zunéchst noch weiter berechnen, damit
wir Lemma [4.3.4] anwenden konnen. Dazu betrachten wir wieder den Fall | =
exemplarisch. Dort hatten wir in die Darstellung

GShSQ (T) = C(Sh 82) + Gs, (T)C(SQ) + Z @81,52 (mlT) + 51,52 (T) .

m1>0

Fir g;, und g5, 5, erhalten wir mit die zugehorigen Fourierreihen. Es bleibt
daher noch offen, den vorletzten Term Y, <o ¥s, s, (m17) zu berechnen. Nach Defi-
nition gilt

1

(ma7 4+ np)s (myT + ng)st

\IISI ,52 (mlT) = Z

ny>ng

Fiir den inneren Term lasst sich, da n; # no, eine Partialbruchzerlegung der folgen-
den Form berechnen:

1 52 by
I R M
(m7 + np)s (mT + ngy)* (mt + nl) = (m7 +ny)

mit ap, by, € Q. Summiert man diese nun iiber n; > ny so erhalten wir:

Uy, (mr) = 3 (Z Gy )

n1>n2 \h=1 (mlT + n1>h h=1 <m17' + n2)h

S1 52
=> aUu(mut) + > dpUr(mT),

h=1 h=1

wobei die hier entstehenden ¢y, d;, € R, wie wir spéter sehen, rationale Vielfache von
Zeta-Werten sind. Hat man nun diese Form und summiert tiber alle m; > 0, so erhélt
man in den Summen jeweils wieder g, (7), bei denen man wieder das Lemma m
anwenden kann, um somit insgesamt die Fourierreihe der Doppel Eisensteinreihen
zu erhalten.

Motiviert durch dieses Vorgehen, betrachten wir daher im néchsten Abschnitt Parti-
albruchzerlegungen der gewiinschten Form, um dann im darauffolgenden Abschnitt
diese Darstellung explizit fiir die Falle [ = 2,3 zu préasentieren.

4.4. Partialbruchzerlegungen

Dieser Abschnitt beschreibt das allgemeine Vorgehen, um fiir paarweise verschiedene
ni,...,n; € Z Partialbruchzerlegungen von ((z +ny)® - ...« (x +mn;)*)~" zu berech-
nen. Aus der Analysis ist bekannt (siehe z.B. [Kon04] S. 37), dass man fir die [
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4.4. Partialbruchzerlegungen

unterschiedlichen reellen Nullstellen im Nenner mit Vielfachen s; eine eindeutige
Darstellung der Form

1 Qg h
_— 4.4
(x4+mn)s - (x+my)s oo (o +ng)h (4:4)

mit ap € Q erhalt. Wir werden dies zunachst explizit fir [ = 2 berechnen und
erkennen, dass sich die Félle [ > 2 auf diesen Fall zuriickfiithren lassen.

Lemma 4.4.1. Fir s> 1 und a,b € Z mit a # b gilt:

Lty e
(x+a)(z+b) (a—0b)(z+a) hZ::l (a —b)s=h+t1(z + b)h”

Beweis. Diese Aussage beweisen wir per Induktion tber s. Fir s = 1 ist diese
Aussage offensichtlich:

(—1)* (=)t —z—b+z+a 1

(a—b)(z+a) + (a =01+ (2 +b)  (a—b)(x+a)(z+b) (x4+a)(z+b)’

Sei die Aussage nun also fiir s — 1 wahr. Man rechnet direkt nach:

1 1 1

(x+a)(x+0b) x+b(x+a)(z+b)s?

B 1 (_1)571 s—1 (_1)3717h
RN ((a ey e B D ppy e e b)h>

I A R o
S a+b ((a — b)Yz + a) * hzzjz (@ —b)s=I+(x + b)h—1>
IS e
Tl @ra@td) ,; (a—b) " (z +b)
D (e 1 L (e
“a—b ((a— Da+a)  (a— b)(x+b)> +h§ (a—0)" "i(z + D)
_ (_1)8 + S (_1)S—h

(a=0b)(x+a) [z (a—0b) " (zx+0b)h '

~—

1

Hiermit konnen wir nun die allgemeine Form berechnen:

Lemma 4.4.2. Es gilt firr,s > 1 und a,b € Z, mit a # b:

L 5 ( Co) o) )

(x +a) (z+0b) homrts (a—b)P(x+a)*  (a—b)P(x+b)"
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4. Multiple Eisensteinreihen

Beweis. Wir schreiben die Aussage zunéchst um:

1 r (_1>S<T+Z:}1L_1> s (_1>s—h (r-&—i:l;—l)
(x +a) (z+0b)° =2 (a —b)rts=h(x 4+ a)t +2 (a —b)rts=h(x 4+ b)h

h=1 h=1
Diese Aussage beweisen wir nun fiir ein festes s per Induktion tiber r. Der Induk-

tionsanfang ist dabei durch bereits bewiesen. Wir nehmen also an, dass die
Aussage fiir ein fixes s und r — 1 bewiesen ist. Damit ist

1 1 1

(z+a) (z+b)  (r+a)(z+a) ' (z+0b)>
1 i (—1) (TJF;? 2) s (=1)h(Tr
" (@+a) (hl (a = b)r+ts=h=1(x 4 a)h + Z < (a— byr+s—h—1(
1 o (=) (1)
; _—

(]

h—
2
l’
h— 2)
2
= (a _ b)r-{—s—h(x + a)h—l + Z ( — p)rts— h— l’ b)h)

B r (_1 S(H—Z:]; 1> ( (r+s h— 2) 1
- Z (a_b)r-‘rs h(l‘ +Z ( _ >r+s h—1 h '

(x4 a)(z+0b)

+

Die erste Summe entspricht dabei, bis auf den Term mit A = 1, dem gewiinschten
ersten Teil. Wir betrachten daher noch die zweite Summe einzeln und benutzen
dabei wieder Lemma [.4.1l Damit erhalten wir:

s (=1 () 1
Z ( (Cl _ b)?‘+5—h—1 h,)

— (x +a)(z+0b)

(—1)*~ h(Hi:}zLd) (_1)h (=1)%~ h<r+s h— 2) h (_1)h_k
hz::l (a —b)r+s=h=1  (a —b)"(x + a) z_: — b)rts—h-1 142:1 — b)h—k+1(x + )k
= *frts—h- (ST
- (a — b)r+s—1(x + a) hz::l ( r—9 ) hz:mzl _ )r+s kz(z + b)k

Fiir den ersten Teil benttigt man die Identitat

f: n+k\ (n+m+1) (n+m+1

=\ n ) m B n+1 )’
welche sich leicht zusammen mit den tiblichen Rechenregeln fiir Binomialkoeffizien-
ten per Induktion tiber m beweisen lasst. Dabei ist der Induktionsschritt gegeben

durch
mil<n+k> :i<n+k> N <n+m+1>

k=0 n k=0 \ T n

B n+m-+1 4 n+m-+1 B n+m-+2
a n+1 n N n+1 )
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4.4. Partialbruchzerlegungen

Damit erhalt man den oben fehlenden Term fir h = 1:

e et Dl UNMAI B = D Ol (S

h=0
B (—1)* r4+s—2
C(a=byrtsHa+a)\ s—1 )
Es bleibt also noch zu zeigen, dass folgende Identitat gilt:

1)3*’“ (T+i:g*2> B s (_l)sfh (r+j:i1z—1)
,;31 kZ:l —b)rts=R(x 4 b)k hz::l (a — by +=h(z + b

Da ;4 22:1 = Y71 21y erhalten wir fir die linke Seite:

sy s (B () e b§;21<i+b>k

hlkl k=1 \k=h
Lr—2+j (—1)*~
(Z< r—2 >)< — by k<x+b>
r+s—k—1 (—1)5=*
{0 o

s (_1)s—h (r—i-j:flz—l)
-2 (a — by +s—(z + b)"

h=1

I
Mm

k

Il
Mm

B
Il

Satz 4.4.3. Fiir sy,...,s; > 1, k = s1+...+s; und paarweise verschiedene ny, ...,n; €
Z gilt:

kj—1 .
1 ol b1 PG MR ISV
(@ +mn)s (@) e (e —ng)h | (24 ne)he
1<e<l j#e

Beweis. Wie am Anfang des Kapitels erwahnt, besitzt das Produkt auf der linken
Seite eine eindeutige Darsellung der Form

1
(@+mn)o - (@+m) I im (+ng)h

(4.6)
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4. Multiple Eisensteinreihen

mit asl’ "I € Q. Aufgrund der Eindeutigkeit der Partialbruchentwicklung und der
Symmetrle des Produktes auf der linken Seite, konnen wir uns auf die Berechnung

817 )

von a;’ *l beschranken. Es gilt daher zu zeigen, dass

ash SSL (_1)$2+...+sl Z ﬁ (l;j:i) (4 7)
b Fo b Tk = (11— n;)ki ‘

da dies genau der Koeffizient von (x + n;)~" auf der rechten Seite von ist.
Klar ist, dass aj;* = 0 fiir h > s; ist, da es in dem Fall in der Darstellung
ko + ...+ k = k —h mindestens ein 2 < j <[ gibt mit k; < s; und somit (’;jj) =0.
Somit erhélt man durch den Satz eine Darstellung der Form (4.6).
Wir werden wieder per Induktion iiber [ beweisen und im Induktionsschritt
4.4.2| verwenden. Der Induktionsfanfang [ = 2 ist dabei durch das Lemma [4.4.2
bereits bewiesen.
Sei daher fiir ein festes [, paarweise verschiedene ny,...,n; und si,...,s > 1
wahr. Dann gilt fir ein s;1; > 1 und ein ngy; mit ngy # n,; fir 1 < n < [ nach

Lemma [4.4.2

kiy1—1
S15+-4yS] — Si+1 I+1
alh 1 81,08 Z ( 1) <81+1—1)
* — CLLh 7 _|'_ 5

(@ +n)" (@ + np)o Wtk s (01— M) (@ o+ mg )P

wobei die restlichen ,,..“-Terme kein (x + n;)~! enthalten und somit irrelevant sind
fiir die weiteren Betrachtungen.

Mit der Induktionsvoraussetzung ergibt sich somit als Term auf der rechten Seite:

kj—1 spaq (Fre1—1
(=12t Z H (srl> Z (=1)7 (sfi—1>
kot =kt jm2 (1 = 1) W4k =htsii1 (n1 = ngp) B (@ 4 g )
Statt iiber den Bereich ks + ... + k; =k — h und A’ + k; 1 = h + s;.1 kann hier nun

uber ko + ... + ky + ki1 = k + 8,01 — b/ summiert werden, da h = h' + ki1 — Si41.
Es ergibt sich somit genau das Gewiinschte:

+1 kil) S1y-e05 S
(_1)51+~~-+Sl+31+1 Z ﬁ (Sj—l ]. _ a/Lh/ +1
k; h' ( )h’ ’

kot..+kitkip1=k+s1—h" j=2 (nl - le) ’ (x - nl)

Bemerkung 4.4.4. Fiir die Aussage von Satz sind dem Author keine Refe-
renzen bekannt. Daher wurde hier ein elgenstandlger Beweis angegeben.
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4.4. Partialbruchzerlegungen

Notation 4.4.5. Da im weiteren Verlauf durch den Satz [{.4.3 oft Produkte von
Binomialkoeffizienten auftauchen, definieren wir hierzu

ol -n6o)

Korollar 4.4.6. Fiir s1,s82,53 > 1, k = s1 + s + s3 und paarweise verschiedenen
ni,No,Ng € 7, gilt:

1 ( 1)52+53 |:k2 k‘s} 1
_ 52,83
(@ +m)*t(z+ng)2(z+ng)e T\ (= n2)f2(ng —ng)ts | (2 +n)h
s1+s ko k:
N Z (—1) 1+s3+ks [S?,sﬂ 1
ki+ka+ks=k (1 —n2)k2(ny —nz)k | (x + ng)h
) Gt RN
k1+ko+ks=k (nl - n3>k3 (n2 - n3)k2 (iE’ + n3)kl

Beweis. Dies ist einfach eine Umsortierung der Terme aus dem vorherigen Satz. Es
gilt nach fur [ = 3:

! _ (o] (—1)t-e
(@ +n)5 (z + na)2(z +na) oo, (1 — n2) (ng — ng) (2 + ng)l
+ Z [ 51 83] ( 1)k_82
ki+kotks= (n2 - nl) (n2 - nd)sg (33 + ng)kQ
> L] e
ko esek (3 — 1)1 (N3 — n2)® (x4 ng)*s

Durch Vertauschen von ks und k; in der zweiten Summe und durch Vertauschen von
ks und k; in der dritten Summe, erhalten wir diese Aussage. Die Potenzen der (—1)
entstehen dadurch, dass im Nenner jeweils die Differenzen entsprechend umgedreht
werden. O]

Bemerkung 4.4.7. Mit Hilfe von Partialbruchzerlegungen lassen sich unter ande-
rem die Shuffle Relationen fiir Multiple Zeta-Werte exakt angeben. So kann man die

Shuffle Relation (siche (A-2))
- =3 (L) 4 (L20) ) ctms vy

r—2 S1 — 1

welche durch die Darstellung durch iterierte Integrale enstand, direkt aus der Par-
tialbruchzerlegung aus Lemma erhalten:

1 B Z < (_1>sz(sp2:11) . (—=1)p—s (fl_ll)) |

(x + a)s(x + b)*2 htpean 52 (a—b)P(x+a)*  (a—b)P(x+b)"
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4. Multiple Eisensteinreihen

indem man z = 0, a = n; und b = —ny setzt und beide Seiten tiber >, . -0
summiert. Die linke Seite ergibt sich dann genau zu ((s1) - ((s2) und die rechte Seite
ergibt die rechte Seite von .

Man kann daher die allgemeine Partialbruchzerlegung aus Satz benutzen, um
fiir beliebige Produkte eine exakte Darstellung fiir die Shuffle Relation zu erhalten.
Wir gehen darauf in dieser Arbeit aber nicht weiter ein. Analog kénnen so auch die
Shuffle Relationen fiir die Multiplen Eisensteinreihen gezeigt werden, bei denen nur
sabsolut konvergente Terme® auftauchen, wie es in Bemerkung beschrieben
wurde.
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4.5. Fourierentwicklung I

4.5. Fourierentwicklung II

Mit Hilfe der allgemeinen Partialbruchzerlegungen aus Satz konnen wir nun
die U, ,(7) und U, , .(7) als Linearkombinationen von W, (7) darstellen.

Korollar 4.5.1. Fliir s1, S9,83 > 1 gilt:

L S (Gl B R SO

ki+ko=s1+s2 52 S1
k2a k?)
S2, 83
k27 k3

51, 83

k37 k?

51, 52

Tpp) = (17 Y k((—l)%[ R R i S

k1+ko+kz=

P WG|
ki+ko+ks=k

]c<k2><<k3>wkl (@).

Beweis. Fiir den ersten Teil erhilt man mit Lemma [4.4.2}

\1181,52(*%) = Z !

ni>ng (x + n1>51 (:C + n2>52
ni,no€Z

= ¥ 3 (( (_1)82(8732:11) n (_1)%81(57—11) )

min gpes 4 ny —ng)P(z +n1)t " (ng — ng)P(x + ny)h

ni,no€
_ oy oy (i) | )
h+p=s1+s2 >0 Cp(x +ng + C)h Cp(-T + nQ)h

c,n2€Z

_ (=1 (57) (-1 (0)
= 2 2 (x4 n)h >

h
h+p=s1+s2 C’cn>EOZ C’cn>€0Z c?(x +n)
s P 1 —si[ P— 1
- (e (22 e (27]) com
h+p=s1+s2 S2 — S1—

-5 (e o) oo,

ki+ko=s1+s2 52

wobei hier die Vertauschung der Summanden erlaubt ist, da die auftretenden Koef-
fizienten fiir die nicht absolut konvergenten Falle h = 1 oder p = 1 verschwinden.
(Siehe z.B. auch [GKZ06] S. 22).
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4. Multiple Eisensteinreihen

Fiir den zweiten Teil zeigen wir:

Townl®= 3 <(_1)52+53[

k1+ko+ks=

k27 kg

$2, 53

Jethn,t2)) 0

S <(_1)32+83+k2 [’“ kg]((@)((%)) W, (1)

oy +ho+hs =k 51, 53

+ Z ((_1)52+53+k2+k3 [

ki1+ko+ks=k

k?n k?

51, 52

]w@, k3>) W (o),

womit durch Vertauschen von ko und ks im letzten Summanden das zu Zeigende
folgt. Setzt man das Ergebnis aus Korollar in die Definition von Wy, , s ()
ein, so ergibt sich:

1
\1151782783 (CL’) = Z

smreng (T +01)5 (T 4+ ng)%(x + ng)®
ni,ne,n3EZ

— +s3 K2,k
- > ¥ (0[] 1
i saens bk ket \ (11— n2)F2(n1 —ng)ks | (2 4+ nq)h
n1,n2,n3€%

(_1)81+53+/€2 lz’;: 1
+ Z Z k( [ 7 } 3) (x—i—nQ)kn

ni1>n2>n3 ki+ko+kz= <n1 - n2)k2 (TLQ - n3>k
ni,n2,n3EZL

N (—1)51+82+k2+k3 [ii:iﬂ ) 1

n1>n2>n3 ky+ky+hs—k ((nl — ng)kg(n2 — n3>k2 (I + 77,3)k1
ni,n2,n3EZL

Hier ist das Argument das gleiche wie oben. Betrachtet man den ersten Term, so wird

durch die Summation tiber n; > ny > ns der Term (nl—nz)kzl(m —y ZU C(ks, ko).
Analog bei den beiden anderen Termen. Das vertauschen der Terme ist wieder er-
laubt, da die nicht absolut konvergenten Teile wegfallen.

]

Es wird erkennbar, dass man allgemein ein W, () als Linearkombination von
Produkten von Multiplen Zeta-Werten und W, (z) darstellen kann, da in der all-
gemeinen Form der Partialbruchzerlegungen im Nenner auch Faktoren der Form
(n; — n;) mit ¢ < j auftauchen. Summiert man iiber alle Paare n; > ... > ny, so
erhélt man stets Multiple Zeta-Werte bzw. Produkte von Multiplen Zeta-Werten.
Wir wollen dies hier kurz ausfiihren.

Satz 4.5.2. Fir sy,...,s > 1 mit k = s1 + ... + s, gibt es N}V € 34y, mit
0<h <k, sodass:

k
S1y--351
517 S Z )\ \I[
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4.5. Fourierentwicklung I

Beweis. Setzt man die allgemeine Form der Partialbruchzerlegung in die De-
finition von Wy,  ein, so erhélt man:

1
\I]sh.--,SI (x) = Z

ny>..>n; (.1: + nl)sl St (.fC + nl)sl
n;€Z

ki—1
- % ﬁ (5}1) (—1)kse
k1+..+k=k \ j=1 (ne — )k | (x4 ne)ke
1<e<l ke

ni>...>ny;
n;€Z

_ Z _kl,...,kﬁe_l] e_l—f 1 | lkﬁe+1,...,k§l‘| ﬁ 1 (_1)’@*56

— n.k — m .k k
bt i LS1s s Sem] 521 (Me = mg)M | Seqas ooy st] 20y (Me — )R (2 + m ke
1<e<l
ni>...>ny;
n;€Z

= Z -k17"'7keflgke+1,...,

kit Ak =k _81, sy Se—15Sed1s -0y
1<e<l
ny>...>ng
n,€Z

)kj l 1 (_1)k—se

ne) 2y (e —nj)ks (x4 ne)ke

o=

Setzt man nun n, =n; —ne fir 1l <i<e—1lundn), =n, —n; fire4+1 <7 <,
dann ist die Summation von n; > ... > n; und alle n; € Z gleichbedeutend mit der
Summation von n, € Z, n} > ... >n,_; > 0und n; >n;_; > ... >n_,; > 0. So
erhalten wir analog zu den Féllen [ = 2,3 wieder Produkte von Zeta-Werten:

kiyoonkert kerr, o k| 5 (D8 (L 1 (=1)kse
\1151,...,51(17): Z S’ 786 ’Se | 73 H 1k H 1 ks (l‘_{'n)ke
Fat. A=k Loy Se=ly Setls 91 ] =1 57 j=et1 T €
e
n}>..>nl_ >0
ny>..>nl, >0
ne€Z
ety oo b1y Kooty o K —1)f7ee
_ Z 1, sy ve—15 ve+1> ) (—1)k1+m+k671<(k1,~--;ke—1)g<kl7---7ke+1)%
byt pky=k LS1o s Se—1, Seq1y -5 SI | (€ + ne)*e
1<e<I
ne€Z

o Z kla"'akeflakeJrla"':kl
kit +hki=k _317 ey Se—15Setly ey Sl_
1<e<l
k

= 3N (1)

h=1

(—)ketthi=sec (ko ke 0)C(kyy ooy Key1) W, ()

Die A\;'7™ liegen somit in 34, da sie rationale Linearkombinationen von Produkten
von Multiplen Zeta-Werten (k1 ..., ke—1)((ki, ..., kes1) sind, mit ky+...4+ke—1+kes1+
.tk =k—h. n
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4. Multiple Eisensteinreihen

Damit konnen wir jetzt die Konstruktion der Berechnung der Fourierreihe von Mul-

tiplen Eisensteinreihen zusammenfassen:

Konstruktion 4.5.3. Sind s1, ..., s; > 2 gegeben, so kann man die Fourierreihe von

Gsl"“’

(i)

(i)

(iii)

52

s (1) folgendermafien berechnen:
Man schreibt Gy, ., (7) als Summe der 2'-Teile G¥ (), wobei w € W,
alle Worter der Lénge [ durchlauft, die aus den beiden Buchstaben R und U
bestehen.
Endet ein Wort w auf dem Buchstaben U, so lisst sich mit B, := R"'U das
Wort w schreiben als w = B,,...B,, mit [ = r; + ... + 7, und r; > 1. Es gilt
dann nach der Diskussion aus Abschnitt [£.3}

G;Ul,...,sl (1) = Z \1181,---,&1 (maT) - \Ijsl—rk+17---75l (maT)

m1>...>mg >0

=: S U)o U ().

m1>...>mg >0

(4.9)

Mit Satz kann man die einzelnen W7, 1 < j < k schreiben als

W () = > )\flj\I/hk(ka),

h;>0

wobei die A} in 3 liegen und nur fiir endlich viele & nicht verschwinden. Damit

ergibt sich (4.9) zu:

G’s"lwsl(T) = Z Z )\,111 - )\f{klllhl (maT) - oo Wy, (myT)

hi,..,h m1>.>mE>0

k
= Z )\}ll Teeet )\hkghl,...,hk (7—) ?
hiyeeshg
da per Definition gn, .. 4, (T) = Xis. sme>0 Yay (ma7) - .o- Wy, (my7). Mit Satz
4.3.4] erhalt man die Fourierreihe von gy, . 5, (7) und somit auch die Fourier-
reihe von G, (7):

(—27Ti)h1+~--+hk )
F(hy — 1) (hy — 1)! Y Ohit, 1 ()"

NI SE VIS
R,k

Endet w auf einem R, d.h. w = w;R", wobei w; € W,_, entweder das leere
Wort ist oder auf U endet, so gilt:

G (T) = G (T) - CS1mrgas s 81) -

Ist w; nicht leer, so kann die Fourierreihe von G (7) mit (ii) berechnet

yeeesSl—p

werden.



4.5. Fourierentwicklung I

In den folgenden Kapiteln wollen wir stets, dass die Fourierkoeffizienten (sofern mog-
lich) der Multiplen Eisensteinreihen rational sind. Dazu wollen wir die Potenzen von
m, die durch die Fourierreihen von gs, , enstehen, aus den Fourierkoeffizienten her-
austeilen. Hierfiir fithren wir folgende Bezeichnung, analog zur Notation in [Kanl11],
ein:

Notation 4.5.4.

C(51, .y 81) i= (—2m0) *C(51, ..., 81)
gsl,..,sl(n> = (_QWi)_kgs1,..7sl(n) s
GSL--,Sz (1) := (—271’2')_st17”’&(7') )

wobei hier wieder k = s1 + ... + s;. Zusdtzlich bezeichnen wir analog den Raum 3 als
den Q-Vektorraum, der durch die  aufgespannt wird.

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Satz:

Satz 4.5.5. Mit Konstruktion[4.5.3 kann man fir s1,...,s; > 2 die Fourierreihe von

Gs, .5 algorithmisch berechnen. Dabei ist diese von der Gestalt

Gopposy = C(s1, 00 80) + Y ang™,

n>0
mit

Ay = Z Oé?hm,al . (7Ti>al+m+aj : O'a1,17.._’aj71(n> ’ C(a’j+17 ) CLZ) )

1<j<i
al1+...+aj=s1+...+s;

wobei sich die o " € Q mit Hilfe von Satz und Satz explizit berechnen

lassen.

Beweis. Dies folgt nun direkt aus Konstruktion [4.5.3] Die dort auftretenen )\;Lj sind

Linearkombinationen von Produkten von Multiplen Zeta-Werten, die sich mit Hilfe
der Shuffle Relation aus Satz [3.1.3] als Linearkombinationen von Multiplen Zeta-
Werten schreiben lassen, so dass die a,, die im Satz erwahnte Gestalt haben. O

Bemerkung 4.5.6. In den folgenden Abschnitten werden wir die Fourierreihen
fiir die Doppel als auch Triple Eisensteinreihe explizit angeben. Offen bleibt eine

ay;...,al

geschlossene Formel fiir die in Satz auftretenen Koeffizienten o

Beispiel 4.5.7. Zur Verdeutlichung von Konstruktion betrachten wir als Bei-
spiel die Multiple Eisensteinreihe Gz 45 6. Um ihre Fourierreihe zu berechnen, missen
die 2* = 16 Worter der Linge 4 aus den Buchstaben U und R betrachtet und dazu
jeweils die Fourierreihen Gy, 5 ¢ bestimmt werden. Es gilt:
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4. Multiple Eisensteinreihen

G3747576(T) = C(g, 4, 5, 6) + 93(7') . C(4, 5, 6) + 9374<T) . C(5, 6) + 937475(7') . C(6)

R4 UR3 UZR2 U3R

+ g3a56(T)+ D Uga(mr) - ((5,6)+ > Uza5(m7)-((6)

T m>0 m>0

RUR? R2UR

+ Z \I’3<m17') . \11475(m27') . C(6) + Z \113,4(m17') . \115(77127') . C(G)

m1>mao>0 mi1>mo>0

URUR RUZR

+ Z \1;374,576(7717') —+ Z ‘Ijg(mlT) . @4,5(77127) . \IJG(mgT)

m>0 mi1>mao>m3>0

RU URU?2

-+ Z \113,4,5(m17') . ‘Ifg(m27) + Z ‘11374(TTL1T) . \115(77127') . \Ifﬁ(m37'>

mi1>mao>0 m1>mo>m3>0

R2U? RUS3

+ Z \I/3<m17') . \1]4,5,6(7”27—) + Z \1]374(77’117') . \11576(77%27')

m1>mao>0 mi1>mo>0

UR2U RURU

+ Z \Ifg(mlT) . \114(77127') . \11576(’)7137') .

m1>mo>ms3>0

U2RU
Wir betrachten nun nur den Teil fir das Wort RURU. Um die Fourierreihe von

GETEY zu berechnen, miissen daher W3, und Vs ¢ als Linearkombinationen von ¥,
dargestellt werden, da sich mit Ws4(7) = ¥p_; ap¥s(7) und W56 = 332, b;0;(7)

(an,b; € R) ergibt:

G?:ggg(T) = Z ‘1’374(7’711’7') . \If576(m27')

m1>mo>0

= Z Z apb; Wy, (my )W, (mer)

m1>mo>0 1<h<6

1<5<10
= Z apb; Z Uy (my 1)V, (meT)
1<h<6 m1>mo>0

1<j<10

—2mi) " apb;
= > anbign(T)=)_| X — Heon1an) | g

1<h<6 n>0 | 1<h<6 (h - 1)!(j - 1)'
1<5<10 1<5<10

Um die ap und b; zu bestimmen, konnen wir Korollar benutzen. Dort haben
wir mit Hilfe der Partialbruchzerlegung aus Lemma gezeigt, dass gilt:

Vo)=Y ((—1)82 H f (1) m) (ko) W ().

k14+ko=s1+s2 52 S1
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4.5. Fourierentwicklung I

Damit erhalten wir

v = 5 (0] o)) e

= () (55 ar -

ah

— 10C(5)Wa() — 20(4)Us(x) + ((3) U (x)

und
Voale) = 3 (0[] + 2] ) et
=Z (5 7)+ o (1)) cn- o

bj

= 126¢(9)Wy(x) — 14¢(8)W3(z) + 21¢(T)Wy(z) — 4C(6)¥5(z) + ((5)W¥e(z) .
Hiermit lasst sich nun das Produkt W3 4(m;7) - W5 6(me7) berechnen zu:

W3 4(ma7) - Ws6(mat) = ((3)C(5)Wa(mi7)We(mar) — 2¢(4)C(5)W3(m7)We(moT)
+10¢(5)* W (my ) We(ma) — 4¢(3)C(6)Wa(myT) Ws(moT)
+8((4)¢(6)W5(mi7)Ws(mat) — 40C(5)¢(6) Vo (miT) Vs (mar)
+21¢(3)C(T)Wa(maT)Wa(maor) — 42¢(4)C(T) V(M1 7) Wy (maT)
+210¢(5)C(7) Wa(mim)Wy(mart) — 14¢(3)C(8) Wy (m7)W3(maT)

+ 28¢(4)C(8)W3(myT)W3(maT) — 140¢(5)C(8)Wa(myT)Ws(maT)
+ 126¢(3)C(9) Wa(miT)Wa(mat) — 252¢(4)C(9) Vs (m17) Wa(maT)
+1260¢(5)¢(9) Wo(maT) Wy (myT) .

Die Fourierreihe von GEYEY(7) = 3,1 5my0 Ws4(maT) - U5 6(mo7) ergibt sich nun,
indem man in obiger Gleichung die auftretenen Produkte W (m;7)¥;(my7) durch
>0 %ah_m_l(n)q" ersetzt.

Die auftretenen Produkte ((a)((b) kénnen, wie im Beweis zu Satz erwahnt, nun
noch mit Hilfe der Shuffle Relation als Linearkombination von Doppel Zeta-Werten

dargestellt werden, so dass die Fourierkoeffizienten von GEYEY genau die in Satz

angegebene Form haben.

Die Fourierreihen von GY, 5 fiir die restlichen 15 Worter lassen sich nun analog
berechnen, worauf wir hier aber, aufgrund der Komplexitét, verzichten.
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4. Multiple Eisensteinreihen

4.6. Doppel Eisensteinreihen

In diesem Abschnitt wollen wir uns intensiver mit den Doppel Eisensteinreihen be-
schiftigen, da wir diese benétigen, um spéter Formeln fir 7(n) herzuleiten. Zudem
werden wir mit ihnen Relationen zwischen verallgemeinerten Teilersummen herlei-
ten, die wir im spéateren Abschnitt iiber die Triple Eisensteinreihen benotigen.
Die Doppel Eisensteinreihen wurden in [GKZ06] eingefithrt und ihre Definition war
der Anlass fiir die allgemeine Definition der Multiplen Eisensteinreihen in Definition
412

Wir fassen noch einmal die Ergebnisse und Definition aus dem vorherigen Kapitel
fiir den Fall [ = 2 zusammen:

Definition 4.6.1. Fir s; > 3,59 > 2 und 7 € H wird die Doppel Eisensteinreihe
vom Gewicht k = s; + sy definiert durch

Gswz (7_) = Z

mi17+ni>=-mat+no >0

1

(ma7 +nq)™ (mat + ng)™’

wobei mT +n > 0 bedeuted, dass m > 0 oder m = 0 An > 0 und my7 + ny >
MmaT + Ny & (M7 + ny) — (MaT + ng) = 0.

Die Multiplen Eisensteinreihen wurden nur fiir s; > 3 definiert. Dies war grof3ziigiger
als notig, aber flir die Berechnung der Fourierreihe irrelevant. Im Fall [ = 2 lasst
sich z.B. zeigen, dass schon bei s; > 3 und sy > 2 absolute Konvergenz vorliegt und
somit obige Definition Sinn ergibt. (Siehe dazu |[GKZ06] S. 4).

Fir die Fourierreihe erhalt man anhand der Ergebnisse aus dem letzten Kapitel:

Satz 4.6.2. Fir die Doppel Fisensteinreihe erhdlt man fiir s; > 3, so > 2 mit
k= S1 + Sy

GSLSQ (T) = 5(817 52) + 6(52)§81 (q) + Z 0512,52g<k2)§k1 (7-) + §81782 ((]) ’

k1+ko=s1+s2

Chroi= (-1 [2) s [2))

§s1 (Q) - (il_i)sll)' Z 031,1(71)(]”,

wobes

n>0
~ (_1>81+82 n
gsl,SQ q = 0—817 382 — n q *
(@) (31—1)!(52—1)!;) a1 ()

71)314»32

D.h. schreibt man G, 4, (1) = C(s1, 52) + m Ym0 nq", dann gilt

an = 05 —1,55-1(n) + (=1)2(s2 — 1)I{(s2)0,-1(n)

(s —Dlisa =) > C C(k2)ok—1(n).

k14+ko=s1+s2
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4.6. Doppel Eisensteinreihen

Beweis. Dies folgt aus dem Abschnitt [4.3] bzw. findest sich in [GKZ06] Theorem
6. (Wobei das dortige C*2_  nicht exakt dem hier definierten entspricht, da dort

5 $1,52
der Term ((s2)3s, (¢) mit in die Summe gezogen wird und somit noch ein Jy, 5, zum

C¥  hinzuaddiert wird). O

Wir berechnen jetzt einige konkrete Beispiele, auf die wir im spéteren Verlauf ver-
weisen werden, inbesondere bei der spéteren Formel fiir 7(n) im Abschnitt [4.11]

Beispiel 4.6.3. (Die Doppel Eisensteinreihe G4 4)
Wir berechnen zunéchst die zugehérigen C?,. Man erhilt C3, = C3, = C3, =0,
Ci, =2 und Cf, = 20. Damit ist zunéchst

CGaa(r) = C(4,4) + ((4)ga(q) +2C(4)ga(q) +20¢(6)32(q) + Faa(a)
C(4,4) +20¢(6)32(q) + 3C(4)ga(a) + gaa(a)

und zusammen mit

N 1,- 1 1 1 1
C((44) = 2 (5(4) (8 )) 2 (2073600 B 2419200) ~ 29030400’

S 0(0) = 5540) = 5555 2

200(6)32(0) = 555 2(0) = 30124 > o (i

n>0

G1,4(q) 362033

n>0
gilt insgesamt:

1 1

1 1
20030100 36 2 (03’3<n) T

o1(n) + Jg(n)) q.

Gaa(r) = 80

Da GZ = 2C~?4,4 + Gs und GZ = %ég gilt, folgt 12é474 = Gs. Fiir Gs haben wir die
bekannte Fourierreihe

Gs() = C(8) + Gs(q)
1 1 .
~ 2419200 5040 ga‘”(”) 1

und somit erhalten wir die Identitét

1 1 1 1
—— =12- — —
501077 (3603 3(n) = gag771 (1) + 288003(n)) ’

also
16800’3,3(71) = 200’1 (n) — 210’3(71) -+ 07(71) . (410)

Auf diese Identitdt werden wir in den spédteren Abschnitten wiederholt verweisen.
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4. Multiple Eisensteinreihen

Beispiel 4.6.4. (Die Doppel Eisensteinreihen G4 g und Gs4)

64,8(7) = 5(4 8) +C ) + Z 04 8C )G12-p(q) + Gas(q),
p=2

68,4(7—) = {(8,4) + ((4 ) + Z Cs 4C P)12-p(q) + Gsalq)
p=2

wobei hier
2048C p)g12-p(q) =C(4)7s(q) + 10{(6)ds(q) + 36{(8)du(q) + 120¢(10)72(q) — R

und

> CRal(p)drz-5(a) =C(4)3s(9) + 100(6)(q) + 36¢(8)3a(q) + 120(10)2() + R,

mit R := (45(5)97(@ +20¢(7)g5(q) + 485(9)g3(q)>. Fiir die einzelnen Terme ergibt

sich:

1 . 1

TN 1 )
C(4)gs(q) 144098( q) = 72576()07;) o7(n)q"
) | 1
10C(6)ds(q) = — —— n
<(6)95(9) = ~5o18 = ~ 725760 g%“ »(m)d”
360(8)3(0) = 5o3u(a) = T Y o)
= = g n
I = 2009 T 403200 & 7NV
) 1 1
1200(10)g2(q) = — 5 (q) = — n
((10)92(q) = —ooamz02(4) 7983362001(”)(1 :
Jas(q) = 30240 %%)037 ) Jsalq) = 30240 %%073
Somit ist insgesamt:
) ) 1 1
Gus(r) = C(4,8) + R ( ) n
18(7) = ¢(4,8) + +n2>0 30220757 T 725760077 ) €
1 37 1 i
N go (72576005(”) ~ 51520072 79833601(n)) “
Gsa(m) =((8,4) — R
1 1 1 1 1 i
* nzw (30240 77301 + 552850077 ~ 7257607 2032007 ") ~ 7083367 (”)> 1
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4.7. Die Doppel Eisensteinreihen im nicht-konvergenten Fall

und damit
é4,8(7) + é8,4(7) = ((4,8) +{(8,3)
+71 Z (—50 (n) + ﬁa (n) — i0 (n) + ia (n)+o37(n) +o (n)) n
g7t 2\ 667V T g™ T 1™ T g 5 T )

(4.11)

Beispiel 4.6.5. (Die Doppel Eisensteinreihen Gg )
Wir geben hier nur noch das Ergebnis an, da sich die Terme analog zu oben leicht
berechnen lassen:

66,6 (T) 25(6, 6)
1 ) 1 1

o (412)
+5! i T;) (—13201(71) + ﬂag(n) — @05(71) + 0575(n)) q". (

4.7. Die Doppel Eisensteinreihen im
nicht-konvergenten Fall

Wie in bemerkt, will man die Doppel Eisensteinreihen passend erweitern, so
dass die Gy, 4, fiir die selben Tupel (si, s2) definiert sind, fir die auch die Doppel
Zeta-Werte ((s1, s2) existieren. Dies ist, wie in gezeigt, der Fall fir s; > 2 und
S9 > 1.

Hierfiir kann man zunéchst die Doppel Eisensteinreihen tiber die Fourierreihe ,neu
definieren“, da man diese auch fiir die obigen Félle hinschreiben kann, ohne Proble-
me mit der Konvergenz zu erhalten. Es stellt sich heraus, dass dies aber nicht der
gewlinschten Definition entspricht, d.h. dass die so entstehenden Doppel Eisenstein-
reihen nicht die Doppel Shuffle Relationen erfiillen. Um diese zu erfiillen, werden
noch zuséatzliche Terme fiir die Félle s; = 2 und sy = 1 bendétigt.

Wir betrachten als Erstes den Fall s, = 1 und s; > 2. Die g, 5, wurden in Definition
fiir s1, 89 > 1 definiert durch

Gs1,82 (T) = Z \1181 (m17—>\1152 (mQT)

m1>mo>0

und mit Hilfe der Lipschitz Summationsformel

> ! = (=2mi)* Y Mg,

icz, (x +d)F =

welche fiir k& > 2 gilt, konnte eine Fourierreihe von gy, 5, bestimmt werden, die den
Beitrag von o, _15,-1(n) in der Fourierreihe von Gy, 4, lieferte.
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4. Multiple Eisensteinreihen

Zwar existiert oy, _1,-1(n) auch fiir s, = 1, aber man erhélt dies nicht tiber obige
Weise, da ¥y (ma7) = 3,cz(ma7 + n)~! nicht konvergiert.
Betrachtet man aber den Cauchy Hauptwert dieser Reihe, d.h.

- 1 1 - 1 1
li — | = lim [—
al—’r&(Z m27+n> atos <m2T+Z(mQT—n+m2T+n>>’

n=—a n=1

dann erhilt man zusammen mit der bereits erwahnten Identitat

- pr— t _ -— ‘—2 ’ n
7'+dz::1(7'—d+7'—|—d) 7 cot(7T) i m?;)q ,

welche in zur Herleitung der Lipschitz Formel benutzt wurde, dass der Haupt-
wert, fiir den wir fortan auch Wy schreiben, sich ergibt zu

Uy (mer) = —mi — 20 Y ¢"* "
n=0
Damit erweitern wir nun die Definition von gs, ,(7) auf s; > 2 und sy > 1. Der
einzige Unterschied in der Fourierreihe ergibt sich nun natiirlich nur im Fall sy =1
und wir berechnen diese mit obigen Uberlegungen und der Identitit W, (m,7) =

(=2mi)®1 s1—1,m1-u.
(s1—1)! En>0n q :

Jra (1) = Y Wy (my7) Wy (myT)

m1>mo>0

(_QWi)Sl s1—1_mi-ng - : ma-ng
— Z ((81_1)'27@ q )(—m—2qu )

m1>mo>0 " n1>0 ng>0
1
— ( 271—7/)814; Z Z nsl—lqml-nl Z qm2~n2 + 1
(81 - 1) m1>mao>0 \n1>0 nz>0 2
— ( 27TZ)81+1 s1—1 _mi-ni+mo-ne s1—1 m1 ni
| Z Z m q +5 Z St
(81 - 1) mi1>mo>0 \ni,ne>0 2 n1>0
27)s1tt 1 _ .
_ ( )1 20_51 10 q +§ Z Z n? lqm1n1 .
(81 - n>0 m1>ma2>0n1>0

Da in der zweiten Summe kein ms vorkommt, kann man die Summe iiber m; > 0
laufen lassen und mit dem Faktor m; — 1 multiplizieren. Es ergibt sich:

Z Z ni1—lqm1.n1 _ Z (m]_ _ 1) S1— lqml n1

m1>mo>0n1>0 mi,n1>0

_ s1—1 _mi-ny s1—1 _mi-ny

= Z miny g - Z ny g
mi,mn1>0 mi,n1>0

— s1—2 m1 ni

= Z (mani)ni 2031 1
m1,n1>0 n>0

_ n

- Z (n081—2 - 051_1(71)) qa,
n>0
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4.7. Die Doppel Eisensteinreihen im nicht-konvergenten Fall

und somit gilt insgesamt:
(—2mg)s1 !

Js ,1(7—) =
! (Sl — 1)' n>0

n 1 n
(031_1,0(71) + 502~ 2031_1(n)) q".

Damit gilt nun fir g, 4, (7) fir beliebige s; > 2,59 > 1:

(—2mi)s1ts
S1 — ].)'(52 — 1)'

(1) = ¢ 5 (o ta 1) + s (5o 20) = 50020 )

n>0 2

Es stellt sich heraus, dass dies die richtige Erweiterung fiir den Fall sy = 1 ist, um
die Doppel Shuffle Relationen zu erhalten. Zusammen mit einem extra Term fiir den
Fall s; = 2, dessen Herleitung nicht auf so einem ,direkten Wege folgt, aber von
uns in Abschnitt [5] iiber einen alternativen Weg hergeleitet wird, gilt folgender Satz:

Satz 4.7.1. Definiert man fir sy > 2,s9 > 1 die Doppel FEisensteinreihe tber ihre

Fourierreihe
(_1)51+52
s1— 1)l(s2 — 1)! %“”q ’

G~51752(7—) = 5(51’ 52) + (
wobei die Koeffizienten definiert werden durch:

tp = 0y 1,5,-1(n) + (=1)* (52 = 1) (82)05, 1 (n)

+ (s =Dl =) Y CF, ((ko)or,—1(n)

k1+ko=s1+s2

n 1
+ 0sy,1 (2%12(”) - 20311(”)>

n
_'_ 581,2 (2820-82—1(71)) 9

dann gilt:
(i) Die Doppel Shuffle Relation wird erfullt, d.h. es gilt fir si, sy > 2:

G (7) - Gy (1) + €000 (1) " Gy (1) + Gy (7) + Gy 1 (7)

ufjie k _]. k _]_ ~
o s T
k1+ko=s1+5s2 s1— 1 sz — 1

wobei €, 5,(T) = 551,2mé’52_1(7) + 552,2mé’51_1(7).
(ii) Die Summenformel wird erfillt, d.h. es gilt fir k > 3:

k—1 ~ 1 N k—1 5 3 B
Z Gz‘,k—i(T) = ZGk(T)’ Gi,k—i(T) = *Gk(T)
1=2 i

i
i ungerade i gerade

und damit insbesondere
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4. Multiple Eisensteinreihen

Beweis. Dies ist Theorem 1 in [Kanll] bzw. folgt aus Theorem 7 zusammen mit
Theorem 1 in [GKZ06] und findet sich unteranderem auch in [KT11]. O

Auch hier berechnen wir ein Beispiel, welches wir im weiteren Verlauf benutzen

werden:

Y s (-1’ Lo
Gaa(r) = €2.2) + =gy £ (o109 = gortm) + Jou()) 4

)
1 n
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4.8. Triple Eisensteinreihen
4.8. Triple Eisensteinreihen

Im folgenden Abschnitt werden wir uns ndher mit den Multiplen Eisensteinreihen
der Lénge 3 beschaftigen. Diese sind definiert durch:

Definition 4.8.1. Die Triple Fisensteinreihe wird fiir s1, s9, s3 > 2 definiert durch

1
(ma7 + ny)% (M7 + ng)*2(MmsT + n3)®s

G51,52,53 (T) = Z

mi1T+n1>=maT+ng>=mat+n3>0

Wir wollen hier wieder die Fourierreihe berechnen und betrachten dazu die 22 = 8
Worter der Liange 3 und erhalten:

Lemma 4.8.2. Fir die Triple Eisensteinrethe gilt:

G110, (T) =C(51, 52, 83) + (52, 83) 95, (q) + C(83)9s1,5.(q)
+ Gs1,82,83 (Q) + §<S3> Z \1181782 ((IT) + Z \1181782 (aT)\IjS:s (bT)

a>0 a>b>0

+ Z ‘1181(‘17_)\1]82783(177) + Z Ws 55,58 (m') -

a>b>0 a>0

Beweis. Dies folgt direkt aus den Uberlegungen aus dem Abschnitt . Die obigen
Terme ergeben sich dadurch, dass man G¥  _ (7) fir die Worter w = R®, UR?,

U?R, U3, RUR, RU?, URU und R?*U berechnet. O

Zusammen mit diesem Lemma und dem Lemma[4.5.1]aus dem letzten Abschnitt, bei
dem wir ¥, , und V¥, , , als Linearkombination von einfachen W, dargestellt haben,
erhalten wir die Fourierreihe der Triple Eisensteinreihe:

Satz 4.8.3. Fur die Triple Fisensteinreihe gilt mit k = s1 4+ so + S3:

Gsl,sz,sa* (T> :C(Sla 52, 83) + C(S% 53)951 (T) + C(S3)981182 (T) T Gs1,80,83 (T>
+C(sa) YO8 C(R)gra ()

k1+ko=s1+s2

+ Z 0512,52((1{;2)9/61753 (T)

ki+ko=s1+s2

+ Z 0522,83C(k2)951:k1 (7-)

k1+ko=s2+s3

re 2 (|

k1+ko+kz=

k27 k3

52, 83

k27 k3

S1, 52

] L (<)t [ D ks, )i (7)

s Y (e [k ’“] CUhs)C (k) (7)

ko +ha+hs=Fk 51,53
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4. Multiple Eisensteinreihen

Beweis. Das folgt nun direkt aus Lemma [£.5.1] und Lemma [4.8.2] Setzt man die
Darstellungen von V¥, , und ¥, , , aus[£.5.1)in [f.8.2]ein, werden durch die Summation
tiber a > b > 0 bzw. a > 0 die entsprechenden auftretenden ¥, (a7r)W¥,(br) bzw.
U, (aT) zu gsx bzw. g,. O

Wir berechnen zunachst zwei Beispiele.

Beispiel 4.8.4. Fiir s; = sy = s3 = 4 erhalten wir:

C(4,4,)
1 1 1 .
P ( et 1792003(”)) I
1
313

355 2 (57 (000 + 0020) + fgomaln) + 030(n)) "

Gaaa(r) =

48

Wie wir weiter unten sehen werden, ist dies eine Modulform von Gewicht 12. Etwas
komplizierter ist das Beispiel s; = 4,55 = 5,53 = 6. Wir setzen zur Abkiirzung
c=3!-4!-5! damit ist:

GM(4,5,6<7_) = 5(47 57 6)

* (—1)2+5+6 Z% <03’4’5(n) B 28?%2;8000(n> * m@(m B 1333026004(">> 4
— in};o (360004 C(6,4) + 29376004(n)C(7,5) + 30240005(n)C(8, 4)) q"

— in};o (18144000 (n)(8, 6) + 290304009(n)¢ (9, 5) + 217728000(n)¢(10,4) ) ¢"

- in>0 ( 1258 02,5( 1;003,2(71) + ki803’4(n) + 241100475(71)) q"

i Z (= samn )+ £k = g Phosto) = 2 s o

i <z;m 22:;? ot + 2 2o

- in>0 (85051%7r14 oo(n) + 2876545751(111)03(71) — 135112?;%13)01 (n)) q".
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4.9. Modularitat II: Doppel und Triple Eisensteinreihen

In diesem Fall treten auch imaginare Fourierkoeffizienten auf. Wie Linearkombina-
tionen von Triple Eisensteinreihen aussehen miissen, damit der Imaginérteil ver-
schwindet, werden im Folgenden Abschnitt betrachten.

4.9. Modularitat II: Doppel und Triple
Eisensteinreihen
Wir wollen uns nun mit der Fragestellung beschéftigen, welche rationalen Linear-

kombinationen von Doppel bzw. Triple Eisensteinreihen modular sind. Dazu fithren
wir zunachst folgende Begriffe ein:

Definition 4.9.1. Wir bezeichnen mit S,El) den durch die Multiplen Eisensteinreihen
vom Gewicht k und Lénge [ aufgespannten Q-Vektorraum, wobei wir fiir den Fall [ =
2 die ,nicht-konvergenten“ Doppel Eisensteinreihen aus Satz mit einbeziehen,
d.h. wir haben E,S) = QGy,

) _
&)=Y QG
s1+so=k
s1>1

und fir [ > 2

Zusatzlich definieren wir

Zunéchst stellen wir fest, dass Folgendes gilt:

Proposition 4.9.2. Es ist M C 5,52) .

Beweis. Nach Satz 4.7.1]ist Gy = f;% éj,k_j und somit 5,9) =QGy C 5,52). Nach
einem Ergebnis von Rankin, wird M}, zudem aufgespannt von GG, und den Produkten
G, - G, mit 4 <7 < k — 4 (siche [Zag77] S. 146). Diese Produkte wiederum lassen
sich nach Satz darstellen als Linearkombination von Doppel Eisensteinreihen
(Shuffle Relation) und somit ist M2 c £2 O

Bemerkung 4.9.3. Wegen Proposition ist 5,9) C 5,52). Es stellt sich daher die
Frage, ob z.B. auch 5,52) C 5,&3) gilt. Klar ist, dass dies fiir zu kleine k nicht der Fall
ist, da z.B. fir £ = 3 gilt, dass 5352) = Qém und 5§3) = 0. Fiir groflere k ist dies aber
eine offene Frage, auf die wir im weiteren Verlauf nicht weiter eingehen werden.
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4. Multiple Eisensteinreihen

Im Folgenden wollen wir uns nun damit beschéftigen, welche Linearkombinationen
aus 5,;3) modular sind. Gesucht sind also Koeffizienten ay, g, iy, bg,.g» € Q, so dass

Z ak17k2yksék1,k2,k3+ Z b91792é91,g2 (4'13>

ki+ko+ksz=k g1+g2=k

in M2 liegt. Dies werden wir durch zwei unterschiedliche Ansétze machen.

Der erste Ansatz &dhnelt dem in [Kanll] (bzw. Anhang in [KT11]): Wir betrachten
die Projektion 7 : 8,?3) — iqR[[¢]] auf den Imaginarteil von und betrach-
ten von dieser Elemente aus dem Kern. Dies liefert notwendige Bedingungen an die
Gestalt von ay, g, 1, da die Elemente in M, 2 nur reelle Koeffizienten besitzen und
somit M C ker(n).

Im zweiten Ansatz werden wir mit Hilfe der Stuffle Relation fiir Triple Eisensteinrei-
hen Produkte von klassischen Eisensteinreihen als Linearkombinationen von Doppel
bzw. Triple Eisensteinreihen ausdriicken. Es wird also der Satz [4.2.2] fir die Félle
[ =2 und | = 3 explizit ausgefiihrt. Dabei war die Aussage von Satz [£.2.2] dass
Summen iiber Permutationen von Multiplen Eisensteinreihen modular sind.

Wir wollen uns im Folgenden mit dem ersten Ansatz beschéftigen und den imagi-
naren Anteil von Linearkombinationen von Triple Eisensteinreihen betrachten. Dazu

wiederholen wir zunéchst das analoge Vorgehen im Fall der Doppel Eisensteinreihen,
welches sich in [Kan1l1], [Kan04] oder auch in [KTT11] findet.

Zunachst betrachten wir den Raum 8,&2). Wie wir in dem Kapitel zu den Doppel
Eisensteinreihen gesehen haben, besitzen diese eine Fourierreihe der Form

é81782 (T) = 5(517 52) + C~<52)931 (Q) + Z Cff,SQC(kQ)gh (T) + §S1,82 (Q) + E(Q) )

k1+ko=s1+s2
wobei €(q) hier den Zusatz aus bezeichnet, der fiir den Fall s; = 2 oder s, =1
notig war, aber fiir die weitere Betrachtung irrelevant ist.
Anhand dieser Darstellung sieht man, dass die Fourierkoeffizienten von G’Sm (1)
rationale Vielfache von ¢ (ko) sind. Diese liegen nun entweder in @ oder in iR, je
nachdem, ob ky gerade oder ungerade ist. Um also Elemente aus 5,?) mit rationalen
Fourierkoeffizienten zu erhalten, betrachtet man den Kern der folgenden Abbildung:

1 &7 — iqR[[q]]
C~TY51782 L p82<~(32)951 (Q> + Z 0512,525<k2)gk1 (T) )

k1+ko=s1+s2
ko ungerade

die linear auf ganz 8,52) fortgesetzt wird.
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4.9. Modularitat II: Doppel und Triple Eisensteinreihen

Proposition 4.9.4. Die Darstellung von m ist auf den Erzeugern ézk_z mit 2 <
1 < k — 2 gegeben durch

(m1(Gogem2), M1 (G —3), ooy 1 (Gr22))” = Qi-({(3)Gr—3(q), {(5)Gn-5(q), ..., {(k—3)gs(a))"

Qp = (6’“‘2"72]' + (_1)i<2@'j> B (_N(k: —25— z)) 1<i<k—3

1<j<k—2

wobes

Beweis. Dies folgt, indem man jeweils die Koeffizienten aus der Definition von 7
auf den Erzeugern ausrechnet. Siehe z.B. auch [Kan04]. O

Mit dieser Darstellung gilt nun, dass >, 4 ;) bg1.9.Gg1 .. € ker(m;) genau dann wenn
Q% (ba—2, -y bi—1.1) = 0. Wir geben dazu im Folgenden einige Beispiele an:

Beispiel 4.9.5.

-2 —4 —6
—2 —4 1 6 15
1 6 0 —4 —14
QG = 0 0 s QlO = 0 1 0
0 -5 0 4 14
2 4 0 —6 —14
2 4 6
-2 -4 —6 -8
1 6 15 28
0 —4 —20 —48
0 1 15 42
Q12 = 0 0 0 0
0 0 —14 —42
0 4 20 48
0 —6 —15 —27
2 4 6 8
Als eine Basis fiir den Kern von Q7, erhilt man
(1,0,0,0,0,0,0,0,1)*, (0,0,1,0,0,0,1,0,0)", (0,0,0,0,1,0,0,0,0)7,

(7,14,14,0,0,-8,0,0,0)", (15,30,6,0,0,0,0,16,0)",  (5,10,12,8,0,0,0,0,0)" .

Die ersten drei Elemente entsprechen dabei Gg 19 + G2, Gag + Gg 4 und G g, die,
wie wir vorher schon gesehen haben, nur reelle Fourierkoeffizienten besitzen, da z.B.
aufgrund der Stuffle Relation folgt, dass Gys + Gs4 = Gg - G4 — G2 € M.
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4. Multiple Eisensteinreihen

Zusammen mit Satz und einer analogen Uberlegung wie in Satz lasst

sich zeigen, dass die restlichen Elemente auch Modulformen vom Gewicht 12 liefern.

Man erhélt durch Koeffizientenvergleich (bzw. Proposition 4.9.10]) folgende 6 Dar-
stellungen von A:

A=2".32.52.7.19-47- G5 — 2°- 352 - 7-691 - (Go.10 + G102)

= —2°.3%2.7.239-G1p+27-3%-7-691- (Gus + Gs.a)
=22.32.5%2. Gy —27-3-5%-691 - G g

21.3.54.2797
- - G
13 12
26.32.52. 691

T (7 Gono+14-Gag+14- Gug — 8- Gry)
= —2'.32.7.13- 1153 - Gy,
+20-3-7-691- (15 Goyo+30- Gag +6-Gas+16-Gogs)
= —22.5.7-41-1321- Gy
+2-3-5-7-691- (5-Gaio+10- G +12- Gas + 8- Gs7) .

Die so entstehenden Formeln fiir 7(n) werden wir im néchsten Abschnitt zusam-
mentragen.

Bemerkung 4.9.6. Wie bereits oben erwéhnt ist fiir ein f € 5,?) die Bedingung
f € ker(m;) notwendig dafiir, dass f € M ,? ist. Wir sehen anhand des Beispiels fiir
k = 12, dass im Fall der Doppel Eisensteinreihen auch die Umkehrung zu stimmen
scheint, d.h. dass ker(m; ) /M2 = 0. In diesem Zusammenhang sei daher noch folgende
Proposition erwahnt, welche die Dimension des Kerns von 7 in Verbindung bringt
mit der Dimension von Sj:

Proposition 4.9.7. Fir gerade k > 2 gilt:

rang(Q) = ]; — 2 — dim(Sy) .

Beweis. Dies lasst sich mit Hilfe der Theorie von Periodenpolynomen zeigen und
entspricht Proposition 1 in [Kan1i]. In werden diese als Polynome vom Grad
k—2 aus dem Kern beziiglich des Slash Operators von 14 S und 1+ U 4 U? definiert.
Es lasst sich zeigen (z.B. Lemma 1 im Abschnitt 5 von |[GKZ06]), dass W~ =
ker(1— T —T"). Des Weiteren stellt sich heraus, dass die darstellende Matrix dieser
Abbildung beziiglich der Basis X7 mit geraden j = 2, ..., k — 4 genau dem obigen Q)
entspricht. Nach der Eichler-Shimura Theorie (siehe z.B. [Lan95],|Zag90],[Bac09]),
ist der Kern isomorph zu Sj und somit erhilt man obige Aussage. [
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4.9. Modularitat II: Doppel und Triple Eisensteinreihen

Wir betrachten nun den Fall der Triple Eisensteinreihen, d.h. den Raum 5,53).

Da wir im Folgenden bestimmte Terme nur fiir ungerade Parameter betrachten,
setzen wir fiir ein a € IN:

1—(-1) {1, falls a ungerade
Poi= = :

0, sonst

In Satz haben wir die Fourierreihe der Triple Eisensteinreihe Gy, s, s, berechnet.
Die Fourierkoeffizienten waren dabei rationale Vielfache von Produkten von ¢(a) und

((b,c). Diese sind in R bzw. iR, je nachdem ob a bzw. b+ ¢ gerade oder ungerade
ist. Wir schreiben nun

Gl sass = C(51,82,83) + O Tng" +1 D ynq",

n>0 n>0

wobei z,,y, € R. Mit dieser Notation definieren wir die Projektion auf den imagi-
naren Teil wie folgt:

mo 1 £ — iqR|[q]
Gsl,SQ,Sg |—) Z Z ynqn Y
n>0
welche durch lineare Fortsetzung auf ganz 5,53) erklart ist.

Um ker(my) zu berechnen, sind die y,, zu bestimmen. Dazu miissen die m2(Gy, s, s, ) fr
die einzelnen auftretenden Summanden aus berechnet werden, die wir zunachst
einzeln benennen:

Gy snss(T) =Th + T+ T3+ Ty + Ts,

mit
T, = C(317 52, 83) + C(‘S?? 83)981 (7_) + C<S3)981,S2 (T) T Gs1,50,83 (T) )
Ty=C((ss) > O C(k)gn, (1),

ki1+ko=s1+s2

a,b>1
T3 = Z Off,sgg(kQ)gklys?) (T) )
ki1+ko=s1+s2
a,b>1
Ty = Z 0522,53g(k2)951,k1 (T) )
ki1+ko=s2+s3
a,b>1
P VI (Gl sl R e e Y
k1+ko+ks=k 82, 53 51, 52

ey Y (e [k k] CUhs)C (k) (7)

ko +ha+hs=Fk 51,93
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4. Multiple Eisensteinreihen

Wir werden die Berechnung im Folgenden nur exemplarisch vorfithren und aufgrund
der Komplexitdt nicht bis ins Detail ausfiithren.

Die auftretenden gs, s, haben stets rationale Koeffizienten. Somit kommt es bei der
Berechnung von 7 nur auf die auftretenden Zeta-Werte an. Wir werden zeigen, dass
man die m(7;), aufgrund des Satzes [3.2.2] als rationale Linearkombinationen von
C(2k + 1)g.(7) und {(2k 4 1)g...(7) schreiben kann.

Fir den ersten Teil erhalten wir:

.....

mo(Th) = p82+836(52a 53)9s, (T) + p53§(53)951,52 (1),

da nach Definition ¢ (s1,...,5) genau dann reell ist, wenn s; + ... + s; gerade ist.

Bog

Fiir {(s2, s3) erhalten wir, falls 55455 ungerade ist, mit Satz[3.2.2lund {(2k) = — SToTo]

eine Darstellung als rationale Linearkombinationen aus ¢ (u) mit ungeraden u:

5(32, 83) = —25;522!5(53)

+ ; ((_1)52 <32 ;; 33> . 1) 5(32 + 83) (414)

k1+ko=s2+s3
ko>1

wobei hier benutzt wurde, dass die By fiir ungerade k£ > 1 verschwinden. Damit
wird der Term w aus der Formel m iiberfliissig, da wir hier nur s, > 1
betrachten. Somit erhalt man insgesamt als Darstellung von mo(7}) :

B, » ~
7T2(T1) = —Psy+s3 282' C(33)gs1 (T) + psgC(S?))gSl,SQ (7—)

sy (07717 1) s+ sl )

53

+p32+53(—1)82 Z ((kl - 1> n (lﬁ - 1)) 23;22!5(]{71)951 (7_) )

k1+ko=s2+s3
ko>1

Fir die Teile 2 — 4 erhalt man
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4.9. Modularitat II: Doppel und Triple Eisensteinreihen

By, ~
7o (Ts) = —ps, Z Cff,SQ ok 2, C(53)gn, (T)
k1+ko=s1+5s2 2:
ko gerade

B,

=N CF, (k) g (1),

|
283 * k1+ka=s1+s2
ko ungerade

7T2<T3) = Z Off,SQC(kQ)gk‘l,% (T) )

ki1+ka=s1+s2
ko ungerade

7T2<T4) = Z 0522,53<(k2)981,k1 (T) :

ki1+ko=s2+s3
ko ungerade

Fir T5 kann man erneut benutzen, um die auftretenen Doppel Zeta-Werte
als Linearkombination von einfachen ungeraden Zeta-Werten darzustellen. Da der
so entstehende Term sehr grof3 und uniibersichtlich ist, belassen wir es bei der An-
merkung, dass dies berechenbar ist.

Insgesamt kann man nun den Raum S,ES?’), den Kern der Abbildung © = (my,m2)
und wieder die darstellende Matrix beziiglich der oben erwahnten Basis betrachten.

Beispiel 4.9.8. Fiir den Fall £ = 12, bei dem die zugehorige Matrix eine dreistellige
Anzahl von Spalten hat, geben wir einige Beispiele fiir Elemente aus ker(7) an:

2316A = —385G 15 + 265344G'5 3.4 — 497520G 3.3
+497520G 5.3 + 199008G5 4 3 — 55280y 3,
2(1)91)6A = —395G5 + 132672G'5 3.4 — 110560G 3.3
+ 165840G 5 3 + 99504G’5 4 3 + 41460Gs 4 ,
41870A = —T57G15 — 386960Gs 3,3 + 232176G 55 + 82920G+ 5 ,
210.116A = 6265G12 — 132672@5,3,4 — 44224()@67373

+ 165840G 5.3 — 99504G'5 4.3 — 165840G5 7 .

Dabei sind jeweils die rechten Seiten der Gleichungen Elemente aus ker (7). Man kann
direkt nachpriifen, dass die zugehorigen Imaginarteile verschwinden, indem man
die zugehorigen Fourierreihen mit Satz [4.8.3] berechnet. Dabei wird unter anderem
die Identitét $£¢(10) = ¢(6,4) + ¢(7,3) + ¢(5) benotigt, die sich mit Satz
leicht herleiten lasst. Mit einer analogen Idee wie im Beweis zu Satz kann
man zudem zeigen, zusammen mit der Stuffle und Shuffle Relation fir die Triple

Eisensteinreihen, dass die rechten Seiten jeweils Spitzenformen vom Gewicht 12 sind.
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4. Multiple Eisensteinreihen

Bemerkung 4.9.9. Auch hier konnte vom Autor kein Beispiel fiir Elemente aus dem
Kern gefunden werden, die nicht modular sind. Es ist somit vermutungsweise auch
ker(m) /M2 = 0, wobei fiir die Verifikation dieser Vermutung zunéchst der komplette
Kern von 7 berechnet werden miisste, worauf wir in dieser Arbeit verzichten.

Wir verfolgen nun den zweiten Ansatz und fithren den Satz explizit fur die
Falle [ = 2,3 aus und extrahieren Spitzenformen, die als Linearkombinationen von
Doppel und Triple Eisensteinreihen darstellbar sind.

Proposition 4.9.10. Seien sy, sy > 2 gerade, so dass dim(Ss,4s,) > 0 gilt. Weiter

seten
o C(s1)¢(s2) _  (s1+2)! By, - By,
S8 C(Sl + SQ) 2. 81! . 82! B81+82 ’
gl DD (D (D
T (59— 1) (s —1)! (s1+s— 1)
dann gibt es eine normierte Spitzenform f = q+ > .51 anq" € Sg 45, Mit
1
f 6 (Gsl Gsz a31,82G81+S2> ’
$1,52
1

= 6 (GS1,52 + G82781 - (0651752 - 1) GS1+52) :
51,52

Beweis. Die Aussage ist gleichbedeutend mit der Existenz eines f € Sy, 1s,, so dass

GSl ’ GS2 = as1,82Gs1+52 + 6817S2f’
GSl,Sz + G82781 = (asl,sz - 1) G51+82 + 681782.]0-

Die erste Gleichung folgt aus einem einfachen Koeffizientenvergleich und der Tatsa-
che, dass My = CGj, & Si. Die zweite Gleichung folgt nun entweder direkt aus Satz
und Koeffizientenvergleich oder aus der ersten Gleichung zusammen mit dem
Stuffle Produkt fir Doppel Eisensteinreihen. n

Proposition 4.9.11. Seien s1,892,83 > 2 gerade, so dass dim(Ss,1s,) > 0 gilt.
Weiter seien

o . G(s1)¢(52)¢(s3)
TS ((s1 A+ 89+ s3) ]
By 2= SN | ) (Do) | (1 (52)C050)

(83 — 1)' (82 - 1)' (Sl - 1)'
B asl,32,53(—1)51+82+53

(s1+s2+s3— 1)

* R _ _ _
Ol sy 55 = Olsy s,83 — Olsitsn,s3 — Xsitsg,s0 — Xsatsg,sy T 2,

B:1,52,33 = 551,82,83 - BSH-SQ,SS - 681-&-83,82 - 5824-83,81 )
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4.9. Modularitat II: Doppel und Triple Eisensteinreihen

dann gibt es normierte Spitzenformen f,qg € Ss, 15,455, SO dass gilt:

1
_ *
9= 7 Z Gsa(l),s(,@),sg(g,) B O‘81,S2,s3G81+82+83 )
51,852,583 oE3
1
f = (GS1 ’ Gsz ’ GSS - a81,82,83GS1+82+83) :
/881,52,83

Beweis. Die zu zeigende Aussage ist wieder aquivalent zur Existenz von normierten
Spitzenformen f, g € Sy, 15,45, Mit

Gsl ’ G82 ' GS3 = 0451,52,33G51+52+53 + 681,82,83f7
_ * *
Z Gsa(l):scr(Q):Scr(S) - O631,82,53G(Sl‘i’52+53 + /881,52,839 :

oESs
Der erste Teil ist wieder ein einfacher Koeffizientenvergleich. Der Faktor oy, s, s,
sorgt dafiir, dass der konstante Term auf der rechten Seiten genau dem Produkt
((s1)C(s2)C(s3) entspricht und der Faktor S, s,5; »zieht von oy, s, 55Gsitsptss den
Teil vor dem ¢ ab und addiert den notigen Teil, den das Produkt G, - G, - G, als
Faktor vor ¢ besitzt.
Fir den zweiten Teil betrachtet man zunéchst wieder die Stuffle Relation fiir die
Eisensteinreihen:

Gsl ) GSZ ) ng = Z Gsa(l)’SU(Q)asa(S)

o€e3
+ G81+S2753 + G83781+sz + GS1+53,82 + GS2,S1+S3
+ G82+83781 + G81,82+83 + G51+S2+83 :

Hier kann man nun dreimal Proposition [4.9.10| benutzen und erhalt
Gs -G, - GSa = Z Gsa(l)vsa(2)750(3)

gEY3

+ (a51+52753 + Os1+53,82 + Osots3,s1 — 2) G81+82+83
+ ﬁ51+52,s3f1 + 5514—53,82]82 + 652—&-53,51 f3 )

wobei die f; die entsprechenden normierten Spitzenformen vom Gewicht s + so + s3
sind.

Nach dem ersten Teil gibt es nun noch zuséatzlich eine normierte Spitzenform f, €
Ssitsotsy Mit G, - G, - Gsy = gy 59.55Gs1450+55 T Bs1.50,55 0. Damit erhalt man
insgesamt

Z Gsa(1)750(2)750(3) - (0481,52753 = (lsy4s3,55 — Qsy+s3,s0 — Xsatss,s + 2) GS1+52+83

oEXS3
+ 681,82783.]00 - /881+52,83f1 - 6814—83,82.]02 - ﬁ82+83781f3 .
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4. Multiple Eisensteinreihen

Die letzte Zeile ist dabei selbst eine Spitzenform, welche als Faktor vor ¢ genau
B35, 5.5, Stehen hat. Somit gibt es eine normierte Spitzenform g mit der gewiinschten
Eigenschaft. [

Bemerkung 4.9.12. Anhand der Beweise zu Proposition 4.9.10| und [4.9.11] sieht
man, dass die dort bewiesenen Aussagen auch fiir den Fall dim(S,+s,) = 0 bzw.
dim(Ss, s,1s5) = 0 gelten, sofern jeweils f und g durch 0 ersetzt werden.

Beispiel 4.9.13. (i) Da A die einzige normierte Spitzenform von Gewicht 12 ist
erhalten wir durch Proposition [£.9.10}
1
Biaa
Dies werden wir im spateren Abschnitt zur 7-Funktion noch weiter ausrechnen.

(ii) Im Fall sy = s9 =4 und s3 = 6 gilt mit Proposition 4.9.11
Z Gsa(1>:sa(2>vsa(3) = 2(Guap + Gapa+ Goaa) = 81 52, 85G14 ) (4.15)

A:

(6G47474 — 04?1,4,4G12> .

oEY3
da dim(Sy4) = 0.
Esist af g, ., = m und nach ¢ erhédlt man fiir die a,, in der Fourierrent-

wicklung von Gy46(7) + Gupa(T) + Geaa(T) = oo + X a0 ang™

127 41 1

2176656000°" ™ ~ G36688007*(™ t Tra12400 77"

1
+ 129600 (031(n) +013(n)) —

1
362880 207360

1
+ 4320 (‘73,375(”) + 03,573(71) + 0573,3(n)) .

Nach ([4.15) ist dies gleich 55;6-5013(n) und somit erhélt man die Identités

Ay =

48384733\

(05.1(n) +015(n)) + (053(n) + 035(n))

o13(n) = 17881607 (n) — 22386004(n) + 4504505 (1)
+ 26906880(0s.1 (n) + 01 5(n)) — 7207200005 5(n)
—9609600(051(n) + o15(n)) + 16816800(05 3(n) + o35(n))
+ 807206400(03 35(n) + 0353(n) + 0533(n)) .

Bemerkung 4.9.14. Anhand der Beweise von Proposition [4.9.10] und [4.9.11] wird
offensichtlich, dass man so iterativ fiir beliebige gerade si,...,s; > 2 eine Darstel-
lung fiir 3, ¢y, Gsau) ,,,,, soqy durch Gs,+..+s, Und einem f € Sy, 4 4, erhilt. Das dies
moglich ist, haben wir bereits am Anfang des Kapitels mit dem Transformations-

verhalten (Satz 4.2.2)) unter der Wirkung von SL(Z) gesehen.
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4.10. Die Multiplen Eisensteinreihen Gy o

4.10. Die Multiplen Eisensteinreihen G . o

Da die G, s,,s, nur fiir sy, so, s3 > 2 definiert wurden, wir aber, wie bereits erwahnt,
analog zum Fall der Doppel Eisensteinreihen auch eine Definition von Triple Eisen-
steinreihen fir die Féalle s; > 1 und $5, s3 > 1 haben mochten, wollen wir nun den
Fall s; = s, = s3 = 2 betrachten.

Wir werden im Abschnitt [5] in Lemma folgende Identitét herleiten:
1 13

%05(71) = @Ul(n) - 12401,1(71) +o111(n)
+ g (Ul,l(”) - SUl(n)> (4.16)
+ %Ul(n)'

Diese Identitét gibt Anlass zu einer Definition der Triple Eisensteinreihe G54, die
mit den Doppel Shuffle Relationen kompatibel ist und einer allgemeinen Vermutung.
Um dies deutlich zu machen, wiederholen wir zunéchst ein Standardresultat aus dem
Bereich der Multiplen Zeta-Werte:

Lemma 4.10.1. Mit )\, := (=1)""1.22""1. 2n + 1) - By, gilt

C2n) = Ay - C(2,...,2).

Beweis. Dies folgt aus Satz[A.2.2}

7T2n

und der Euler Identitét fiir die Riemannsche Zeta-Funktion an geraden Stellen (Satz

A.1.1):
271)*" By,
((2n) = _( 7;2()271)'2

[]

Es gilt somit unter anderem <((6) = ((2,2,2). Die linke Seite von ist der
Fourierkoeffizient von 13—6@6. Die erste Zeile der rechten Seite entspricht dem Fou-
rierkoeffizienten von G22(7), wenn man diesen tiber die Fourierreihe von Gy, s, s,
definiert, die wir fir sq, s9, 3 > 2 berechnet haben:

13 )

19200'1 (n) — ﬂam(n) + 0'17171(71)) qn .

627272(7') = 5(2, 2, 2) + Z <

n>0
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4. Multiple Eisensteinreihen

Die zweite Zeile der rechten Seite von auf Seite |75|ist der Fourierkoeffizient
von %G'm, wobei élm hier nun die Ableitung der Doppel Eisensteinreihe bezeichnet,
in der noch nicht der Korrekturterm aus Satz hinzugefiigt wurde (d.h dies ist
auch die Fourierreihe von GSI,SZ, die im absolut konvergenten Fall ausgerechnet wur-
de und in deren Endergebnis s; = so = 2 gesetzt wurde). Die letzte Zeile entspricht
dem Koeffizienten von %@’2’ . Aufgrund des Lemmas entspricht die rechte Seite so-
mit insgesamt der ,richtigen® Triple Eisensteinreihe, die wir im Folgenden als G7 , 5
bezeichnen.

Numerisch zeigt sich, dass dies allgemein moglich scheint. Man kann mit der Kon-
struktion die Fourierreihen der Multiplen Eisensteinreihen bis zur Lange 5
berechnen und in die entstehenden Fourierreihen alle s; = 2 setzen. Wir bezeichnen
die entstehenden Reihen analog mit ég,m,g und setzen

) _ 1.
5o = Gaog + ZGQ 7

-, - 1 - 1 -
222 = G2,2,2 + gGIQ,z + % /2/7

~ ~ 1 1 1
* — G 7G ///
2,2,2,2 2,222 1 12 222 T 5= 240 P 5760
~ 1 1 ~
— G 7G 11 G/// G///l .
2,2,272,2 22222 T 16~ 2222 + 5 448 222 + 16128 22 + 645120 2

Dann erfiillen diese jeweils das Analogon zu Lemma d.h. es gilt jeweils
éQn ; )\n : é;,,,g )

wobei dies fiir den Fall n = 2 durch Satz gegeben ist und fiir den Fall n = 3
oben bewiesen wurde. Das = Kennzeichnet dabei, dass diese Identitdten fiir n > 3
nur fiir die ersten 100 Koeffizienten gepriift wurden. Betrachtet man die konstanten
Terme, so ist dies genau Lemma [£.10.1} Im Fall n = 6, d.h. bei Gewicht 12 bei dem
die erste Spitzenform A auftaucht, verschwindet Gy, — \,, - G’;Q nicht mehr, sondern
ist ein Vielfaches von A. é§,2727272,2 ist hierbei gegeben durch

"

1
50 Gz 2222 T 720 — G 222t 34560 G2,2,2

1 - 1
Gl/// G///l/ )
+ 1935360 2?2 * 116121600 2

*
2,2,2,2,22 G222222 +

Genauer gesagt gilt

i T
Gia — Xé - 22,2222 — WA'

Wir fassen dies zusammen und vermuten:
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4.10. Die Multiplen Eisensteinreihen Gy o

Vermutung 4.10.2. Fir alle n € IN gibt es rationale Zahlen oy, ...,a,_1 € Q, so
dass mit

n—1

Gy =Gy o+ > DGy o,
NILEN —
n n n—j

wobei D = qdiq, qgilt:

égn—)\n-éé 265271.
? ?

Aufgrund der ersten numerischen Beispiele lasst sich die Form von einigen «; ver-
m. Satz [4.7.1] liefert den Fall
n = 2 und der Fall n = 3 wurde durch obige Uberlegung zusammen mit Lemma

£.3.4] bewiesen.

muten. So scheint stets oy = m und ay =

Als abschlieendes Beispiel geben wir noch die entstehende Relation zwischen den

Teilersummen, bzw. das Analogon zu 13—2 (8) =((2,2,2,2), an, welche sich aus dem

Koeffizientenvergleich von Ay - G5 5,5 und Gg ergibt.

Vermutung 4.10.3. Fir allen € IN gilt:

1 7 23 41
10353671 = 1taa(n) = 5po1a(n) + rpo1a(n) = qgasmsoi(n)
+ 2 (o100(0) = Zrona(n) + oo () )

12 \TLLIU) T o L T g0 T
n? 1
* 535 (71a0) = gontn)
3
n

Offen bleibt, die Triple Eisensteinreihen Gy, , s, fiir die anderen fehlenden Falle s; >

1 und sg, 83 > 1 zu erweitern. Fir den Fall Gy g, ¢, mit s5, 53 > 2 deuten numerische

!/

Berechnungen darauf hin, dass der fehlende Term ein rationales Vielfaches von G, .,

ist. Wir werden allerdings darauf in dieser Arbeit nicht weiter eingehen.

Bemerkung 4.10.4. Der Beweis fir die Vermutung lasst sich vermutlich
auch analog mit Hilfe von Satz beweisen, wie wir es fiir die Formel in
Lemma [5.3.4] machen werden. Darauf gehen wir aber aufgrund von Zeitmangel in
dieser Arbeit nicht ein.
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4. Multiple Eisensteinreihen

4.11. Neue Identitaten fiir die 7-Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Fourierreihe fir die Triple Eisenstein-
reihe eine Formel fiir die 7-Funktion herleiten. Diese wurden in Kapitel [2| definiert
als die Fourierkoeffizienten von A, welche eine Spitenform vom Gewicht 12 ist. Wir
wiederholen dafiir zunéchst die Definition

A = J[(— ¢ = 3 r(n)".

=1 n>0

Fiir die ersten Werte von 7(n) gilt:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T(n) |1 -24 252 -1472 4830 -6048 -16744 84480 -113643 -115920

Als erste Identitat von 7 erhalten wir:

Proposition 4.11.1. FEs gilt fiir alle n € IN:

785 33 351 15 3

— ﬁal(n) + ?Ug(n) — g%(n) + 707(71) — ﬁon(n)
4000

— T (01,3(71) + 03,1(n)) + 10000’3’3(71)
1200

+ (037(n) + 073(n)) — 29405 5(n)

+ 480000'373,3 (Tb) .

7(n) =

(4.17)

Beweis. Wir betrachten hierzu 40G% — 49G2, welches eine Modulform vom Ge-
wicht 12 mit einem verschwindenen 0-ten Fourierkoeffizient ist. Da S;, eindimensio-
nal ist, ist dies ein Vielfaches von A. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man, dass
A =20.3%.52. (40G3 — 49G2).

Da sowohl die Doppel als auch die Triple Eisensteinreihen die Stuffle Relation erfiil-
len, konnen wir wie folgt umformen:

1

_ ~3 ~2

=40 (G4~ (2G4 + Gs)) — 49 (2G5 + Gha)
=40(2 (3Gu44+ Gus+ Gsa) + Gus + G + Grz) — 98G5 — 49G1

= 240G 44 + 120 (Gus + Gsa) — 98Gs6 — 9Gha
(4.18)
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4.11. Neue Identitaten fiir die T7-Funktion

In auf Selte E & haben wir die Fourierreihen von Gy s+ GS 4 und G6 ¢ bereits
berechnet

Gas(r) + Cialr) = 5( 9+ 5( 3+ (—5 L

66! (n) + 4:8003(n)> q"

—o7(n) + o37(n) + 0773(71)) q",

! 80

1 | )
5 2; ( 13271 () + 5500 = gagos(n) + "5’5(”)> ¢

Es bleibt daher noch die Fourierreihe von G474,4 zu berechnen, um eine Formel fiir
7(n) zu erhalten. Wie wir weiter oben gesehen haben, ist

- ~ 1
G =((4,4,4) + ( — ) "
1 n
3|3n§>:0<84 o13(n) +o31(n)) + @033( )+03,373(n)>q :
Insgesamt erhélt man mit (4.18)), durch Einsetzen der drei Fourierreihen oben, die
gewiinschte Darstellung (4.17)). ]

Dies ist, wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, nicht die einzige Mog-
lichkeit, 7(n) durch erweiterte Teilersummenfunktionen darzustellen. Wir erhalten

zusatzlich:
Proposition 4.11.2. FEs gilt fiir alle n € IN:
23.3.5-11%-7(n) =—2*-139-691 - 0y(n) +3-7-11-13- 691 - o3(n)
—24.3.5-11-691 -n-03(n) +2*-3%-11-691 - o5(n)
—2-11-691-07(n) + 3% 011(n)
—27.3%.5.7-11-691 - 0333(n) .

(4.19)
Beweis. Durch Lemma [4.9.17] erhalt man
35 11
- A
Gaaa = 5591912 ~ 35 37 7 01
und somit
691 3-691 3
T =)~ g ) g g e
24. 691 22.7.691
11 (0'1’3(71) + 0'3’1(71)) — TO’g}g(ﬂ) (420)
26.3.7.691
- TO’&&g(n) .
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4. Multiple Eisensteinreihen

Der auftretende Term oy 3(n) 4+ 031(n) kann selbst wieder durch Linearkombinatio-
nen einfacher Teilersummen ausgedriickt werden, da G'274 + é4,2 = %GG (Satz [4.7.1))
und somit ist durch Koeffizientenvergleich:

3 1 n 3

%al(n) -+ —03 — *0'3(71) + 70’5(”) .

0'173(71) —+ 0'371(71) = — 3 3 30

Fiir 033(n) haben wir bereits oben eine Darstellung durch einfache Teilersummen

hergeleitet (Formel (.10 S.[57). Einsetzen in die obige Darstellung (4.20) auf Seite
ergibt genau (4.19). [

Hieraus lassen sich eine Vielzahl von Kongruenzen ablesen zwischen der tau-Funktion
und gewohnlichen Teilersummen, indem man obige Gleichung modulo den Teilern
von 27-32.5.7-11-691 betrachtet, die nicht Teiler von 23-3-5-112 sind. Wir geben
hierfiir einige Beispiele:

Da 23-3-5-11%2 = 32 mod 691 erhéilt man als einfachstes Beispiel die bekannte
Kongruenz 7(n) = o11(n) mod 691. Betrachtet man (4.19) modulo 7, 9 und 512 so
ergibt sich

Korollar 4.11.3. Es gilt fir alle n € IN:

27(n) =501(n) + 2nos(n) 4+ 505(n) + 207(n) + 2011(n) mod 7,
37(n) =o1(n) + (6 — 3n)oz(n) —oz(n) mod 9,
1847(n) =12004(n) + (16n — 63)0s(n) — 5605(n) + 15807(n) 4+ 9011(n) mod 512.

Beweis. Dies folgt nun direkt, wenn man die Identitat (4.19)) aus voriger Proposi-
tion mod 7, 9 und 512 betrachtet. O

Die erste Gleichung ist aquivalent mit der ebenfalls bekannte Kongruenz 7(n) =
nog(n) mod 7, da aufgrund des kleinen Fermatschen Satzes gilt: ox(n) = og6(n)
mod 7.

In Abschnitt [£.§ haben wir mehrere Darstellungen von A durch Linearkombinatio-
nen von Doppel und Triple Eisensteinreihen erhalten. Dazu wiederholen wir jeweils
die Darstellung von A und geben dann einige der so entstehenden Formeln fiir 7(n)
an.

Proposition 4.11.4. Es gilt fir alle n € N:

(i)
A=2.32.52.7.19-47 -Gy — 2°-3%.5%.7-691 - (G109 + Gro2) ,
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4.11. Neue Identitaten fiir die T7-Funktion

5.7-691 7691 5. 691
g 10 ) T g s e
691 5. 691 691
R >+W"9<n>‘*

19 -47 5691 5 - 691
a1~ el

7(n) = a5(n)

A=-2°.32.7.239-Gp+27-3%-7-691 (Gus + Gsa),

2. 691 () + 73 . 691 (n>_691 )+ 691
T32.11° 23 .32.5273 32.57° 22.3.52

939 ()+22~691 ()+22-691
93.32.52. 11 W T Ty ST T Ty

O'7(TL)

T(n) =

0'7,3(77,) .

(iii)
A=27.32.52.G—27-3-52-691 - G,

5. 691 () 691 () + 691 )
= —0o1\N) — ———03\Nn ——O05(N
2.32.11 " 22.32°3 22.32.7°
9 2.691
R TR A B

7(n)

24 3542797 - 26.32.52.691 ~ ~
A = E Gia + 3 : (7 G0+ 14 - Gs,g)
26.32.52.691
+

13

(14 Gus —8-Grs)

5. 401 - 691 29 - 691 52. 691
s 0 Mg 3 T w33
691 5. 6901 691
. 3 T g 3 g 3 ()
52. 9797 5. 691 5. 691
BTN T TR TR v e e DR s
22. 5. 691 22.5.691
A S (O R

os5(n)

7(n) = —

02,8 (n)

0'674(71) .

A=-2.3%.7-13-1153 - Gy,
+2°-3-7-691 - (15 Gago +30- Gag +6- Gug+16- o) |
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. Multiple Eisensteinreihen

79 - 691 71 - 691 13- 691 29 - 691
o gr 110t gy s+ g os(h) — g o)
0Ly 091 () 131153
n ———F——Noog\N) — —/———F—————
B 2.32.5 " 24.32.52. 11
691 691 22 601 22 691

+ 5 320179(n) + 702,8(71) + 3.5 o37(n) + 3.5 os2(n).

7(n) =

0'11(71)

(vi)

A = —2%5.7:41-1321-G19+2"3-5-7-691-(5 - Ga10+ 10+ G + 12 Gus + 8- Gs7)

5.127 - 691 67 - 691 691 691
T =g gy ) g g ) T s sl g5 on ()
5691 ool + GOL |y L1321 ()+5 691

" 96317 253379 T 56 3a 5 1171 23 . 33

5-691 2-691 7-691

0'179(71)

(vii)

20.3-5-757 - 27.3.5%-7-691 - 29.3%.5-7-691 ~
G Gass

A=_2"2"2""20 G, — 5 —
17 12 17 6.3,3 17

28.3%2.5%.691 ~
17 G75a

2.7.691 43 - 691 691
2 Ty sty )
757 93.5.691 92.5.691
BT R TR T Wl we T aaEE Ol i v TR Q)
92.7.691 2.7.691 92.7.691
- Wa&g(n) + 1770'472(71) + Wdal(n)
2.5 691 24.5.7.691 21.5.7.691
WO’(;A(TL) + 1—7037472(70 — 1—70'57272(71) .

7(n) =

(viii)

20.32.5.72.11 ~ 212.33.7.691 ~ 29.3%.5.7.691 ~
A=— -1 G2 + o1 Gs34 — -1 Ge,3,3
29 34.5.7-691 - 210.34.7.691 ~ 29.32.5.7.691 ~
71 Gass + 71 G543 — 71 G,
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4.11. Neue Identitaten fiir die T7-Funktion

691 31- 691 19 - 691
m(n) = 5o + g 7o) — g g s
691 7 2. 691
BT TR O e TR T
25.3.691 92.3.5.691 92.7.23.691
T e o) = T ans(n)
2.7.23.691 92.32.7.691 2. 691
e o42(n) + 51 os51(n) — 71 08,2(n)
21.32.5.7.691 97.3.7.691
71 03,4,2(71) T%,Qs(n)
25.32.7.691 921.33.7.691
+ #04’372(71) — #05’272(70 .

Beweis. Alle Identitaten ergeben sich durch die Darstellungen von A aus Abschnitt

4.8 O

Bemerkung 4.11.5. Mit Hilfe der Theorie von Hecke-Operatoren auf Perioden-
polynomen lassen sich fir 7(n) dhnliche Formeln herleiten. Eine Ausfithrung davon
findet sich im Anhang [B] Die genaue Verbindung von den dortigen Formeln zu den
Formeln aus Proposition ist noch offen.
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5. Verallgemeinerte
Teilersummenfunktionen

In Abschnitt[L.1|haben wir gesehen, dass die iiblichen Teilersummenfunktionen oy, (n)
als Fourierkoeffizienten der gewohnlichen Eisensteinreihen auftauchen. Produkte von
Modulformen ergeben aus Dimensionsgriinden Relationen zwischen diesen Teiler-
summenfunktionen und ihren Faltungen. Dabei ist diese gegeben durch:

(o, % 05)(n) == TLZ or(k)os(n—k)= > dV.

ad+bc=n
a,b,c,d>0

Durch den Koeffizientenvergleich von G4-G4 und G und der Tatsache, dass dim(Ms) =
1 erhélt man

o7(n) = o3(n) + 12003(n) * o3(n) .
Wir haben im vorherigen Kapitel gesehen, dass bei den Fourierkoeffizienten von
Multiplen Eisensteinreihen neue Funktionen auftauchen, die Ahnlichkeit mit der
Faltung von Teilersummen haben. In auf Seite [57] haben wir analog zum

obigen Beispiel erhalten:
o7(n) = 21o3(n) — 2001 (n) + 168003 3(n) .

Durch Koeffizientenvergleiche der Mutliplen Eisensteinreihen mit klassischen Eisen-
steinreihen bekommen wir durch die Theorie im letzten Kapitel und durch nume-
rische Berechnungen eine Vielzahl von Relationen zwischen den verallgemeinerten
Teilersummen. Wir wollen uns daher in diesem Kapitel intensiver mit diesen Funk-
tionen beschéaftigen.

5.1. Definition und Beispiele

Zunachst wiederholen wir folgende Definition:

Definition 5.1.1. Die verallgemeinerte Teilersummenfunktion der Lange [ wird fiir
natiirliche sq, ..., s; € INy definiert durch

051 ..... sl(n): Z ’Ufl '...‘Ulsl.

u1v1+...fFuvi=n
uy>...>u;>0
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5. Verallgemeinerte Teilersummentfunktionen

Im Fall [ = 1 erhalt man die tiblichen Teilersummenfunktionen.

Anhand dieser Definition sieht man, dass die verallgemeinerten Teilersummen eine
Verbindung zu der Theorie von Partitionen natiirlicher Zahlen besitzen. Im Fall
s; = 1 fir alle ¢ treten die Teilersummen o;__;(n) unter anderem in [Mac| auf.
Als Partition einer Zahl n wird dabei eine Darstellung der Form n = n; + ... + ny
mit n; > ... > n; > 0 bezeichnet. Die Anzahl aller Partitionen der Zahl n wird
mit p(n) bezeichnet. Betrachtet man nun als Beispiel 0 (n), so werden alle Paare
U1V +usvy = n mit uy; > ug > 0 gezahlt. Dies ist gleichbedeutend mit der Anzahl der
Partitionen von n, bei denen genau zwei unterschiedliche Zahlen n; benutzt werden.

So ist z.B.
6=0+1=4+2=44+14+1=3+1+14+1=242+1+1=24+14+1+1+1
und daher 0 (6) = 6. Offensichtlich gilt damit unter anderem:

p(n) = oo(n) + ooo(n) + oo00(n) + ....

Allgemein kann man nun oy, g (n) so interpretieren, dass alle Partitionen von n aus
[ unterschiedlichen Teilen betrachtet werden und jeweils die Haufigkeiten der einzel-
nen Teile mit den s; potenziert und miteinander multipliziert werden. So, dass z.B.

aufgrund von 8 = 2+4+24-2+1+41 = 3-242-1 der Summand 3°'-2% in o, 4, (8) auftritt.

Wir geben fiir die Teilersummen ein paar numerische Beispiele:

n | o3(n) | os(n) o7(n) ogo(n) o11(n) ao0(n) | o53(n)
1 1 1 0 0

2 9 33 129 513 2049 0 0

3 28 244 2188 19684 177148 1 1

4 73 1057 16513 262657 4196353 2 9

5 126 3126 78126 1953126 48828126 ) 69

6 | 252 8052 282252 10097892 362976252 6 357
7| 344 | 16808 823544 40353608 1977326744 11 1374
8 | 885 | 33825 | 2113665 | 134480385 | 8594130945 13 4731
9 | 757 | 59293 | 4785157 | 387440173 | 31381236757 17 13303
10 | 1134 | 103158 | 10078254 | 1001953638 | 100048830174 22 34833
11| 1332 | 161052 | 19487172 | 2357947692 | 285311670612 27 81375
12| 2044 | 257908 | 36130444 | 5170140388 | 743375541244 29 179473

Beispiele fiir Teilersummen im Fall [ =1, 2.
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5.1. Definition und Beispiele

n 0373(n) 03,3,3(77/) 01,1,1(n) 01,273(71) 03,271(71)
1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
3 1 0 0 0 0
4 9 0 0 0 0
D 45 0 0 0 0
6 165 1 1 1 1
7 486 9 3 9 3
8 1251 45 9 41 11
9 2839 190 22 148 34
10 | 5985 642 42 432 72
11 | 11583 1899 81 1109 173
12 | 21481 5096 140 2550 348

Beispiele fiir Teilersummen im Fall [ = 2, 3.
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5. Verallgemeinerte Teilersummentfunktionen

5.2. Erzeugendenreihen

Die erweiterten Teilersummen traten in den vorherigen Kapiteln in den Fourier-
koeffizienten von gs,+1,. s+1(7) auf. Wir wollen diese Funktionen, bzw. die Reihe
> >0 05,5, (n)q", in diesem Abschnitt genauer betrachten und mit Ergebnissen

aus anderen Arbeiten wie, z.B. [SR], in Verbindung bringen.

Proposition 5.2.1. Fir k > 2 und |q| < 1 gibt es Polynome Qy € Z[X]| vom Grad
k—1, so dass gilt:

v e’ Qi(q — Y ora(n)

n>0 (1 o q n>0

Beweis. Man rechnet zunichst direkt nach:

k
S At Q”'j)
n>0 n>0 j=0
(S T )]
n>0 7=0 \J1+...+jr=J
. X (j+k— 1) n-j
= q
72) 7=0 ( k—1 )
00 ] -+ k — 1) (j+1)
= q
n>0jZO ( k—1
< (k=2
-y S
n>0j=1

Der Koeffizient (ﬁk'ﬁz> ist fiir ein festes & > 2 ein Polynom vom Grad k£ — 1 in j

ohne konstanten Term und wir setzen

Y FE-2) [+ E—-2
Z“ (F—1)! _< k-1 )

also insbesondere af | = ((k —1)!)~!
Damit erhalten wir

n

q n
S - I (Setoto) o - B (o).
n>0 q n>0 n>0

Fir k = 2 gilt also insbesondere 3, (1_(1%)2 = > 5001(n)¢" und somit Q(X) = X.
Die zu beweisende Aussage folgt nun induktiv, da man als Induktionsschritt erhélt:
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5.2. Erzeugendenreihen

> op-1(n)g" = ,3 > <<1 ) ;a oi(n )

n>0 Ak—1 n>0
— k, _ 1 | n k l+1 ) >
< >;<<1_q e
und somit
k—2 '
Q) = (k= 11 (X = abQua (01 - X)),
i—1
welches ein Polynom vom Grad k — 1 mit Koeffizienten in 7 ist. O

Es stellt sich heraus, dass Polynome mit dieser Eigenschaft genau die Eulerschen
Polynome (bis auf einen Faktor X) sind, wie sie z.B. in [Hir0O8| eingefiihrt werden.
Diese Polynome sind genau durch obige Eigenschaft definiert:

Definition 5.2.2. Fir k£ > 0 ist das Fulersche Polynom Py definiert durch

(lli’“gzcﬂ = g(d + 1)k

Wir bringen zunachst im Folgenden ein paar Beispiele und stellen einige Ergebnisse
aus [Hir08] dar.

Beispiele: Die ersten Eulerschen Polynome sind gegeben durch:

Py(t) =1,

P(t)=1,

Py(t) =1+

Py(t) =1 +4t +t2

Py(t) = 1+ 11t + 112 + #*,

Ps(t) = 1+ 26t + 66t> + 26> + t*,

Ps(t) = 14 57t + 302t? + 302t> + 57t* 4 £°,

Py(t) = 1+ 120t + 1191#% + 2416t + 1191* + 120> + 15,

Py(t) = 14 247t + 4293t* + 15619¢> + 15619¢t* + 4293t° + 247t% +¢7.

Ahnlich zur obigen Rekursionformel erhilt man fiir die Eulerschen Polynome:

Proposition 5.2.3. Fir die Eulerschen Polynome gilt folgende Rekursionsformel:

Pria(t) = Pe(t) (1 + kt) + (1 — t)P(1) .
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5. Verallgemeinerte Teilersummentfunktionen

Beweis. Siehe [Hir08] Gleichung (7a). O

Setzt man nun ¢ = ¢" und summiert den linken Term aus der Defnition von Py(g"),
multipliziert mit ¢", tiber alle n > 0 , so erhélt man:

q"Pi(q

2(17’”1 >4 Zd+ )eq"

n>0 n>0

=Y g

n>0d=1

= Z or(n)q" .

n>0

Dies zeigt, dass Qr(X) = X P._1(X) die Bedingung aus Proposition erfullt.
Analog erhélt man fir zwei ki, ko > 0:

q" P, (¢")q"* Py, (q"*) na+n ky ma-d ko no-d
Z (1_qn1)k1+1(1_q2n2)k2+1: Z g QZdl 11Zd2 2-da

ni>ng >0 ni>ng >0

— Z Z d’ﬁdkz n1d1+n2d2

n1>n2>0 dy,ds>0

= Z Oky ks (n)q

n>0

Damit wird offensichtlich, wie die Erzeugendenreihen der verallgemeinerten Teiler-
summen in dieser Form darstellbar sind:

Proposition 5.2.4. Fir die Erzeugendenreihen der erweiterten Teilersummen gilt:

l n]P )

Z 0-81,---781 (n)qn = Z H _ n1 s]+1 :

n>0 n1>..>n >0 j= 1

Beweis. Ergibt sich durch eine analoge Rechnung wie im vorherigen Beispiel fiir
Ok ko (n) ]

Mit Proposition lassen sich nun ahnliche Formeln fiir Produkte von Erzeu-
gendenreihen der erweiterten Teilersummen angeben, wie es bei den Produkten von
Zeta-Werten der Fall war (Stuffle Produkt). Wir betrachten dazu wieder das ein-
fachste Beispiel:

n n q" B, (¢™) q" P, (q")
Z Ukl(n)q ’ Z UkQ(n)q = Z (1 _ qm)k1+1 Z 1— qnz)k2+1

n>0 n>0 n1>0 n1>0 (
qmpkl (qm) q" Pk?Q (in)
= ot o+
n1>;2>0 n2>;1>0 ni ;2>0 (]‘ - qn1)k1+1 (]‘ - qn1>k2+1
q an n\p n
= Z Oky ko ()" + Z ko s ()" + Z (4 & lkkig 7) :
n>0 n>0 n>0 ( —4q ) 12
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5.2. Erzeugendenreihen

Im Gegensatz zum ,Zeta-Fall“ ist der letzte Term nicht Y.< 0, 11, (1n)g", aber er
lasst sich als Linearkombination von einfachen Teilersummen schreiben. Dazu muss
das Polynom ¢" Py, (¢") P, (¢™) (in ¢") im Zahler durch eine Linearkombination von
Polynomen (1 — ¢™)* - P,(¢") mit ky + ky +2 — a = b+ 1 dargestellt werden. Dies
liefert dann einen Anteil von o3(n) in der Linearkombination. Wir werden dies weiter
unten im Fall k; = ky = 1 explizit berechnen.

Bemerkung 5.2.5. Produkte von Erzeugendenreihen der verallgemeinerten Teiler-
summen wieder als Linearkombinationen von Erzeugendenreihen verallgemeinerter
Teilersummen auszudriicken funktioniert fiir alle Lingen und alle Gewichte. Der
Raum der durch alle Erzeugendenreihen der verallgemeinerten Teilersummen aufge-
spannt wird bildet somit eine Q-Algebra. Auf den Beweis verzichten wir an dieser
Stelle, da wir die Aussage im weiteren Verlauf nicht benétigen.

Bemerkung 5.2.6. In [Bra05] werden Multiple ¢-Zeta-Werte eingefiihrt, die fur
eine zulassige Indexmenge (s1, ..., s;) definiert sind durch

onnsl = ¥ UM

M5 \S
n1>...>n; >0 j=1 q J) !

Es ist aufgrund der Ahnlichkeit von zu erwarten, dass man die Ergebnisse
aus [Bra05] in Verbindung mit den erweiteren Teilersummen bringen kann. Darauf
werden wir in dieser Arbeit aber nicht eingehen.

Ein ¢-Analogon fiir die einfachen Riemannschen Zeta-Werte, die mit im Fall
[ =1 tbereinstimmen, findet sich zudem in den Arbeiten [Zud02] und [KKWO03].

Beispiele:
oo’ =Y
n=1 n=1
O
- =g
PACTESS ny

e qn +4q2n +q3n
n=1 n=1 (]' - qn)4
q" 4 120¢>" + 1191¢°" 4 2416¢"" + 1191¢°" + 120¢°" + ¢™

)

n=1 n=1 (1 - qn)S ’
i o, 3(n)qn _ Z (qm + 4q2n1 + q3m)(qn2 + 4q2n2 + q3n2)
n=1 ? ni1>ngs>0 (1 - qn1)4 : (1 - qn2)4
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5. Verallgemeinerte Teilersummentfunktionen

Im Kapitel tiber Doppel Eisensteinreihen haben wir iiber die Fourierreihe von G4 4
die Identitat 1680033(n) = 2001(n) — 21os(n) + o7(n) erhalten (Siehe (4.10]) auf
Seite . Berechnet man von der rechten Seite die zugehorige Erzeugendenreihe, so
erhalt man:

7;) (2001 (n) — 21o3(n) + o7(n)) ¢" = 7;) <20<1 — ) =gy (=L

"P(q") 91 q"P5(q") 491 q"Pr(q") )

_y 20¢"(1 = ¢")°Pi(¢") — 21(1 — ¢")* P3(¢") + Pr(q")
n>0 (1 - qn)B

3n An, 5n
¢ +qT+q
= 1680
ng% (1—q")*

Es gilt somit

Z (qnl _|_4q2n1 +q3n1)(qn2 +4q2n2 + q3n2) _ q3n +q4n _|_ q5n
ni1>no >0 (1 - qn1)4 : (1 - qn2)4 n>0 (1 - qn)s ’

was sich vermutlich auch ohne die Theorie der Doppel Eisensteinreihen zeigen lasst.

Zum Abschluss dieses Abschnittes geben wir noch eine Familie von Relationen an,
die per Zufall entdeckt und fir 1 <n < 100 und 1 < k < 30 geprift wurde.

Vermutung 5.2.7. Fur k > 1 gilt:

k42
4ok(n) — B5ogra(n) + opra(n) = 60> Nk - Oigrs—i(n)

1=2

wobet \oj, = k + 2 und fiir i > 2:

np — =tk =)

(i—1)!

Wir setzen hy(n) := & (405(n) — 50j42(n) + ox44(n)) und geben die ersten Beispiele

(2 =)k = (Bi-5)22 —4i+5) k+ (272 —4) ("= 3i +2)) .

n) + 22043(n) + 7o52(n) — 06,1(n)

(n) = 302.2(n)
(n) = 4o23(n)
hs(n) = 5o9.4(n) + 1003 3(n) + 4042(n) — 051(n)
(n) = 6o2,5(n) al
(n) = To96(n) 5(n) +60044(n) + 4905 3(n) + 1dog2(n) — o7.1(n)

Fiir ein explizit gegebenes k lassen sich diese mit Hilfe der Doppel Shuffle Relatio-
nen der Doppel Eisensteinreihen beweisen. Wir verzichten hier aber auf die weitere
Ausfithrung.
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5.3. Die Teilersummen oy

5.3. Die Teilersummen o4, 1(n)

Die Relationen zwischen verallgemeinerten Teilersummen, die wir bisher gewonnen
haben, haben wir meistens iiber den Koeffizientenvergleich von Fourierreihen Mul-
tipler Eisensteinreihen erhalten. Da diese nur fiir geniigend grofle s; definiert sind,
kann man somit keine Relationen erhalten, die z.B. 0y11(n) enthalten, da dieser
Term in der Fourriereihe von G2 2(7) auftauchen wiirde. Diese Triple Eisensteinrei-
he ist aber nicht definiert, sofern man nach der urspriinglichen Definition iiber die
Reihendarstellung geht. Wir wollen nun die Identitdt aus Abschnitt herleiten,
die dort bendtigt wurde um eine ,richtige” Definition von G22(7) anzugeben.

In [SR] treten die Teilersummen o 1(n) in einem anderen Kontext auf. Dort wird

.....

unter anderem folgendes gezeigt:

Satz 5.3.1. Mit der Bezeichnung

Ailq) =01, 1(n)q"

n>0 “——
k

qgilt:
) = s ( (64400) + G = 1) A1) — 205 A (0)
kQ—<2k+1)2k 1\q k—1\q qdq k—1\q) | -
Beweis. Siehe Korollar 3 in [SR]. O

Wir wollen mit Satz zunachst in Beispiel eine lineare Relation herleiten,
die 01 1(n) enthélt. Es zeigt sich, dass die entstehende Relation auch aus der erwei-
terten Definition von G2 und den Double Shuffle Relationen aus Satz folgt.
Danach wollen wir mit Hilfe von Satz[5.3.1] eine Identiét herleiten, die bendtigt wur-
de fir die Definition der Triple Eisensteinreihe G329 in Abschnitt .

Beispiel 5.3.2. Der Fall £ = 2 in Satz ergibt:

1

Aa(q) = 20

<6A1(Q)2 +244(g) - 2qqu1<q>) | (5.1)
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5. Verallgemeinerte Teilersummentfunktionen

Fir A;(q)?* gilt:

Mt = (3 m<n>qn)2

n>0
— ngo (1 . qm 2 n;() 1— qnz
qn1+N2 qn1+n2 q2m
N (e T ey N (T (PP N (e L
2n1

—t Y ot

Da ¢"Ps(q") — ¢"(1 —¢")*Pi(q") = ¢" - (L +4¢" + (¢")?) — ¢"(1 — ¢")* = 6¢*", erhilt
man:

"l (44" +(@)) - (1= ¢")
Si—) 62 =g
_ - 'Bse") —¢"(1 = q")*Pi(q")
n>0 (1 - qn)4

Bl 1 3 q"Pi(q")
6 n>0 (1 - qn>4 6 n>0 (1 - qn)2

£ > osn)" — < Ai(a).

n>0

Insgesamt ist damit A1(q)? = 245(q) + § X,003(n)¢" — A1. Eingesetzt in (5.1)
auf Seite |93] ergibt:

As(q) = 210 (12A2 + ZUS n)q" — Ay + 24,(q) — QQdAl(Q)>

n>0

und somit folgt die Relation
8011(n) = o3(n) + o1(n) — 2noy(n). (5.2)

Bemerkung 5.3.3. Formel ([5.2)) lisst sich auch mit den erweiterten Doppel Eisen-
steinreihen zeigen. Wir haben gesehen, dass

6272( ) 1912O+Z <0’11 )—éal(n)—i—ZUl(n)) C]n,

n>0
. 11
G "
()= 19 T3 ~ 73(n)g

Nach ist G = %@4 und durch Koeffizientenvergleich erhélt man genau (5.2)).
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5.3. Die Teilersummen oy __1(n)

Wir werden nun auf dhnliche Weise eine Identitét herleiten, die im Abschnitt
benutzt wurde, um eine Definition von G352 anzugeben.
Lemma 5.3.4. Fir alle n € IN gilt:
1 13 5
61072 = 195071 ~ 3

+ g (al,l(n) - 101(71)) (5.3)

—o011(n) +0111(n)

8
2
n
%01( n).
Beweis. Betrachtet man [5.3.1] fiir den Fall £ = 3, dann erhélt man:
d
42A3(q) = 6A1(q) - Aa(q) +6A2(q) — 2qd As(q) .

Es ist daher wieder A;(q) - Aa(q) = X ,5001(n)q" - Y ps0 01.1(n)¢" zu berechnen.

ni ng N3

Ale) A=Y g 2 e

n1>0 (1 - qn1)2 ng>n3z >0 (1 - an) - qn3)2

= > D>+ Y Y Y

n1>n2>n3>0 na>n1>n3>0 na>nz>ni >0 ni=na>n3>0 no>ni—=n3>0
2n2 no ,2ns3
g q"q
= 343(q) + n |
n2>2n;>0 (1 —=gm)t- (1 —gm) n2>;3>o (1—=gm=)?- (1 —gm)t
Benutzen wir hier wieder die Identitit ¢?" = %( "Py(q") — ¢"(1 — ¢")2Pi(q")), so

erhalten wir insgesamt:

Ai(q) - Az(q) = 3A3(q) + Z o31(n) —o11(n) +o13(n) — o011(n)) ¢"

n>0

=3A3(Q)—§A2 + = Z (o3,1(n) +0o13(n))q".

n>0

Setzt man dies oben ein, so ergibt sich die Relation:

240'17171(71) = 40’171(’@) + 0'371 (n) + 0'1,3(’@) — 2710'171(71) . (54)

Zusammen mit der bereits bekannten Identitit oy 3(n)+031(n) = —201(n) + %03 —

80
2o3(n) + o05(n), ergibt sich

3 3 1

%05( ) = 240’1,171(71) — 40171(71) + 2710171(71) + %al(n) — gUg + %0’3(”) .
Aufgrund von (5.2) auf Seite [94] gilt o3(n) = 8011(n) — o1(n) + 2n01 (n). Setzt man
dies in obige Gleichung ein und multipliziert beide Seiten mit 2 1> S0 ergibt sich das

Gewiinschte. n
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Ausblick

In diesem Abschnitt wollen wir darauf eingehen, in welche Richtung die in dieser
Arbeit erwahnten Konzepte weiter untersucht werden konnten.

Wir haben in dieser Arbeit mehrere Ausfithrungen bestimmter Rechnungen aus-
gelassen und nur skizzenhaft angegeben. So z.B. die Berechnung des Kerns von
T S,SSB’) — iqR][g]] in Kapitel , die Verbindung zu Multiplen g¢-Zeta-Werten in
Bemerkung [5.2.6] die Ausfithrung der Shuffle Relation fiir Multiple Eisensteinreihen
im absolut konvergenten Fall in Bemerkung oder die Abgeschlossenheit der
Erzeugendenreihen der verallgemeinerten Teilersummen unter der Multiplikation in
Bemerkung [5.2.5] Neben diesen Aspekten wollen wir nun noch weitere erwihnen,
die in fortfiihrenden Arbeiten untersucht werden kénnten.

Wie bereits schon in den vorherigen Kapiteln betont, versuchen wir Objekte im
Raum der holomorphen Funktionen auf der oberen Halbebene zu finden, die sich wie
Zeta-Werte ,verhalten“ und in der die klassischen Eisensteinreihen den gewohnlichen
Riemanschen Zeta-Werten entsprechen.

Dies wollen wir durch folgende Definition, welche sich in einer &hnlichen Form in
[GKZ06] findet, ein wenig spezifizieren:

Definition 5.3.5. Ist V' ein Q-Vektorraum, so nennen wir ein Paar (A, ¢) bestehend
aus einem Q-Vektorraum A und einem Homomorphismus ¢ € Homg(V, A) eine
Realisierungen von V.

Die Ergebnisse aus [GKZ06], die wir im Kapitel tiber die Doppel Eisensteinreihen
(Satz [4.7.1) erwahnt haben, liefern eine Realisierung fiir folgenden Raum:

Definition 5.3.6. (Formaler Doppel Zeta-Raum) Der Formale Doppel Zeta-Raum
D), vom Gewicht k ist der durch formale Symbole Z, 5, P, 5, Z mit r,s > 1,r+s =k
aufgespannte Q-Vektorraum modulo der Relationen:

PT,S:ZT,S+ZS,T+Zka
k=1 / /. :
J—1 J—1
P.,= YA
=5 ((0)+00) 2

Fiir eine genaue Formulierung sieche Theorem 7 in [GKZ06]. Dort wird eine Realisie-
rung von Dy angegeben durch (¢Q[[¢]], #), wobei ¢ im Wesentlichen die Symbole Zj
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Ausblick

und Z, ; aut die Realteile der Fourierreihen von Gy bzw. G’m abbildet, zusammen
mit den erwiahnten Zusitzen aus Satz L7711

Der Beweis von Theorem 7 nutzt dabei Erzeugendenreihen und es ist zu erwarten,
dass man einen analogen Beweis fiir den Fall der Triple Eisensteinreihen angeben
kann, d.h. dass man eine Realisierung fiir den folgenden Raum mit Hilfe der in dieser
Arbeit berechneten Fourierreihen von Triple Eisensteinreihen erhélt:

Definition 5.3.7. (Formale Triple Zeta Raum) Der Formale Triple Zeta Raum Ty
vom Gewicht k ist der durch die formalen Symbole Z;, s, 55, Zr.s, Zi mit s1, 2, 3,7, 5 >
1, s1 + s9 + s3 = r + s = k aufgespannte Q-Vektorraum modulo den Relationen:

k=1 / /: .
3 j—1 j—1

Zrs+ Lsy + Zi, = Zjk—j

o S A j2<<7"_1>+<5_1>> P

=1\ (ki =1\ [[he—1\ [(ko—1
Z <5837k3< : ) + ( 1 > ' [( 2 ) + < : )]) Zk17k27k3
k1+ko+ks=k S1— 1 S9 — 1 S3 — kg S3 — 1

= 231752753 + Z52751753 + Z52753751 + Z51+82753 —"_ 252151“1‘53 °

und

Diese Relationen sind im Wesentlichen die in Proposition [3.1.5 erwahnten Doppel
Shuffle Relationen im Fall der Triple Eisensteinreihen.

Neben dem Fall der Triple Eisensteinreihen bleibt natiirlich die Frage nach dem
allgemeinen Fall. Wir haben in dieser Arbeit die allgemeine Konstruktion zur Be-
rechnung der Multiplen Eisensteinreihen G,  , fir s; > 2 hergeleitet. Zudem haben
wir in Vermutung durch numerische Berechnungen gesehen, dass es fiir die
Multiplen Eisensteinreihen G5 o eine ,verniinftige® Definition zu geben scheint, so
dass die entstehenden Reihen analoge Relationen wie die zugehorigen Multiplen
Zeta-Werte erfiillen. Eine umfassende Theorie, die eine allgemeine Definition von
Gs, .5 fur alle s; > 1, s9,...,51 > 1 beinhalten sollte, gilt es daher noch zu entwi-
ckeln.

Bei der Berechnung der Fourierreihen der Multiplen Eisensteinreihen wurde klar
(sieche Konstruktion , dass die Fourierreihen rationale Vielfache von CN** € 3
und o, _.(n) sind. Die verallgemeinerten Teilersummen haben sich zudem in dieser
Arbeit als interessante, eigenstindige Objekte dargestellt, die es noch weiter zu
untersuchen gilt. Man kann zeigen (siehe auch Anmerkungen in Kapitel , dass
der Raum, der durch die Y, 0. «(n)q¢" erzeugt wird, unter der Multiplikation
abgeschlossen ist und somit eine Q-Algebra bildet.
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Sei nun & C Q[q] die von allen Y, gn*o.  «(n)g" erzeugte Q-Algebra. Mit dieser
Notation kénnen die Multiplen Eisensteinreihen als Objekte in

9)1::369@@5

aufgefasst werden, da diese in der Unteralgebra £ := >, 7}1_)1{)10 é’égn) C 90 enthalten
sind. Fiir die umfassende Theorie von Multiplen Eisensteinreihen scheint es daher
von grofer Nitzlichkeit, die Algebren &£, 9T und & genauer zu untersuchen.

Eine der Motivationen, sich tiberhaupt mit den Multiplen Eisensteinreihen zu be-
schaftigen war es, dass man Objekte erhalt, die genau wie die Multiplen Zeta-Werte
die Doppel Shuffle Relationen erfiillen. Die Multiplen Eisensteinreihen sind aber im
Gegensatz zu den Multiplen Zeta-Werten nicht einfach nur Zahlen, sondern analyti-
sche Funktionen. Man hat somit einen groflen zusétzlichen Fundus an Werkzeugen,
wie z.B. die Funktionentheorie, um diese Objekte zu studieren. Wir sind in dieser
Arbeit wenig auf diesen Aspekt eingegangen und haben nur an einer Stelle, beim Be-
weis des Transformationsverhalten von Multiplen Eisensteinreihen in Satz|4.2.2] eine
Relation zwischen Multiplen Zeta-Werten hergeleitet, die die analytischen Aspekte
von Multiplen Eisensteinreihen benutzte. Es ist zu erwarten, dass man durch ein
besseres Verstandnis der Multiplen Eisensteinreihen als analytische Funktion zu-
sammen mit funktiontheoretischen Mitteln neue Moglichkeiten erhalt, Relationen
zwischen Multiplen Zeta-Werten herzuleiten oder auszuschliessen.

In der Theorie der Modulformen bilden die Hecke-Operatoren einen sehr wichtigen
Bestandteil. Auch hier bleibt die Frage offen, inwiefern sich die Theorie der Hecke-
Operatoren in der Theorie der Multiplen Eisensteinreihen wiederfinden lassen kann.
In Satz haben wir gesehen, dass Relationen zwischen Doppel Zeta-Werten
¢(r,s), mit r, s ungerade, sich in eindeutiger Weise durch Periodenpolynomen zu
Spitzenformen ergeben. Wie im Anhang [B] ausgefiihrt, gibt es auf dem Raum der
Periondepolynome einen Begriff von Hecke-Operatoren T}, : Vi, — V), der sich mit
dem Begriff der Hecke-Operatoren auf Modulformen vertragt. Damit ergeben sich
sozusagen ,,Hecke-Operatoren auf Relationen von ungeraden Doppel Zeta-Werten*:

k-1 - k-1

S oAk =r) =0 pey; Dy pey, BEOS Ne(nk—r) =0.
rurrg:eigade rurrgzgade
Die Abbildung der A, zu den A/ kann man dabei fir jedes n explizit angeben.
Eine andere Idee Hecke-Operatoren mit den Mutliplen Zeta-Werten bzw. Eisen-

steinreihen einzubauen, ist die Suche nach einer Abbildung 7}, : 9T — M, die auf
My, C 9 mit den gewohnlichen Hecke-Operatoren iibereinstimmt.
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A. Einfiihrung in Multiple
Zeta-Werte

Dieses Kapitel enstand im Rahmen des Vorbereitungsprojektes fiir die vorliegende
Masterarbeit.

Multiple Zeta-Werte sind Verallgemeinerungen von Werten der Riemannschen Zeta-
Funktion an ganzzahligen Stellen. Sie haben in den letzten beiden Jahrzehnten ver-
mehrtes Interesse erhalten, da sie in unterschiedlichen Bereichen, wie z.B. der theo-
retischen Physik, auftauchen. Dieses Kapitel soll eine kleine Einfiihrung in dieses
Thema bieten. Wir richten uns dabei hauptséchlich nach [Zud03] und [Zag94].

A.1. Werte der Riemannschen Zeta-Funktion

Zur Vollstéandigkeit des Themas Multiple Zeta-Werte werden wir in diesem Abschnitt
eine kleine Ubersicht zu den Werten der Riemannschen Zeta-Funktion geben, die wie
aus der Analysis bekannt fir ein s € C mit Re(s) > 1 definiert ist durch
C(s) =2 ;
n>0
und welche meromorphe Fortsetzung auf die gesamte komplexe Ebene besitzt. Fiir
die ganzzahligen Werte der Zeta-Funktion ist bisher Folgendes bekannt:

Satz A.1.1. Fir die ganzzahligen Werte von ¢ gilt:
(i) C(s) = —Z0Bs fir s = 24,6, ...

2s!

ii s) = —B== fiir s = 0,—1,-2,-3,.... Also gilt insbesondere ((s) = 0 fiir
1-s
s=—-2,—4,....

(iii) Bei s =1 liegt ein Pol der Ordnung 1 und Residuum 1 vor.
(iv) ((3) ist irrational.

)
)
(v) Mindestens einer der vier Werte ((5),((7),¢(9) und ((11) ist irrational.
(vi) Ist k > 3 eine ungerade Zahl, dann ist

dimg < 1,((3),....C(k) > > ;log(k:).

und somit sind insbesondere unendlich viele der Werte ((2n + 1) firn > 1
irrational.
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FEinfiihrung in Multiple Zeta-Werte

Beweis. Die Aussage (i) geht auf Euler zurtick und wir werden im Folgenden einen
Beweis hierzu skizzieren. Die Aussagen (i7) und (7i7) lassen sich an der meromorphen
Fortsetzung ablesen sowie der Tatsache, dass I'(s) bei s = 0,—1,—2,... Pole
erster Ordnung besitzt und sich somit an den Stellen —1,—2, —3, ... hebbare Pole
befinden mit obigen Werten (sieche dazu z.B. [EF06] oder [Dral).

Aussage (iv) wurde 1978 von Roger Apery bewiesen und es gibt mittlerweile wei-
tere Beweise. Der Beweis zu (v) kommt von W. Zudilin 2001 und (vi) stammt von
Tanguey Rivoal 2001 (siehe [Riv02]).

Neben dem Beweis von Euler zu (i), der auf der Reihenentwicklung des cotangens
zuriick geht, gibt es aber auch elementarere Beweise von Calabi und Zagier. Wir
geben den Beweis fiir s = 2 von Calabi wieder und skizzieren die Idee von Zagier fiir
einen Beweis per Induktion fiir alle s (siehe [Zag94]), welche aber auch eine schone
Rekursionsformel fiir Zetawerte liefert.

Man betrachtet das Integral von (1 — z%y?)~! iiber das Einheitsquadrat S = [0, 1] x
0,1] im R? und formt dies zunéichst mit Hilfe der geometrischen Reihe um:

11
/S(l — 22y drdy = / / 1 + 2%y + eyt + ) dxdy

o 1 r1
— / / Z l’2ny2ndl’dy — Z/ / I’2ny2ndl’dy
n—0”0 JO

11
— — 14— f ..
7;)271—1—1 TETteT

—¢(2) - (1=
n=1 (2n) 4

Die entscheidende Idee von Calabi war es nun, folgende Substitution durchzufiithren:

_ sin(u) _ sin(v)

cos(v)’ ~ cos(u)’
Betrachtet man hierzu die Determinante der Jacobimatrix des zugehorigen Diffeo-

morphismus 7', dann ist dieser genau 1 — 2%y? und man erhélt mit der Transforma-
tionsformel:

/(1 — %) dady = / ldudv .
s T-1(8)

Als das Urbild von S ergibt sich das Dreieck {u,v >0,u+v< g}, welches den

Flacheninhalt %2 hat und somit
2

To(-D@=w@=T

Auf Zagier geht die nun folgende Idee fiir eine Induktion zurtick. Zur Veranschauli-
chung betrachten wir zunachst den Fall s = 4 und definieren folgende Funktion:

f(m,n) ! + ! !
m,n) = )
mn3  2m2n?  m3n
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Werte der Riemannschen Zeta-Funktion

Durch direktes Nachrechnen erhéilt man, dass

f(m,n) — f(m+n,n)— f(m,m+n) =

m2n?’
Damit erhéilt man folgende Identitét
1
2)? = —
C( ) m%o m2n2
= > (f(m,n) = f(m+n,n)— f(m,m+n))
m,n>0
Z f(m,n) Z flm,n) Z f(m,n)
m,n>0 m>n>0 n>m>0
> flm.n) =) f(n,n)
m=n>0 n>0
1 5
_ + ) —2¢(4).
,%:0 ( 2n4 2
.. _2¢(2 gt
Somit ist ((4) = (5) , also ((4) = §5.

Man kann nun dhnlich eine Beziehung fir ((s) zu ((k) mit s > k gerade herstellen,
indem man eine verallgemeinerte Funktion f wie folgt definiert:

1 122 1 1
+52

r=2

f(m’n) =

mnkfl mrnkfr mkfln

Diese stimmt offensichtlich fiir £ = 4 mit obiger Funktion iiberein und man erhélt
erneut durch direktes Nachrechnen, dass eine analoge Formel wie oben gilt:

1
f(mvn) - f(m+nvn) - f(m7m+n) = oﬁz;k mink—i "~
j gerade
Die selbe Rechnung wie eben liefert dann
. . k+1
> CO)(k=j) = ——C(k),
0<j<k
J gerade

welches als Induktionsschritt fiir den Beweis von (i) benutzt werden kann, aber auch
alleine schon eine schone Rekursionsformel fiir Zetawerte darstellt, die Euler selbst
noch nicht bekannt war.

Im Beweis zu (iv) zeigt Apery, dass fir natiirliche p, ¢ mit ¢ gentigend grof relativ
zu einem € > 0 die Ungleichung

C(3) P > q—(e+13.417820..)
q
gilt und somit ¢(3) nicht rational sein kann (siehe [vdP79]). O

Eine Aussage fiir ungerade s aufler 1 und 3 kann bisher nicht gegeben werden. Es
wird vermutet, dass alle ((2n + 1) fiir n > 1 transzendent und tiber Q algebraisch
unabhéngig sind.
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A.2. Multiple Zeta-Werte

Multiple Zeta-Werte sind eine natiirliche Verallgemeinerung der Riemannschen Zeta-
Funktion an ganzzahligen Stellen.

Definition A.2.1. (Multipler Zeta-Wert, Lange, Gewicht)

(i) Ein Tupel s := (si,...,s) € IN' natiirlicher Zahlen mit s; > 1 nennen wir
eine zuldssige Indexmenge und bezeichnen mit ¢(s) := [ die Ldnge und mit
|s| := > s; das Gewicht von s.

(ii) Fir eine zulédssige Indexmenge s nennen wir

1

nit ey

C(s) =C((s1, .0y 8) = >

ni>ng>...>n; >0

einen Multiplen Zeta-Wert (MZV) der Lénge ¢(s) und Gewicht |s|.

(iii) Im Fall ¢(s) = 2, 3 sprechen wir von Doppel bzw. Triple Zeta-Werten.

Multiple Zeta-Werte der Lange 1 entsprechen genau den Werten der Riemannschen
Zeta-Funktion an natiirlichen Stellen.

Analog zum Satz von Euler lassen sich einige Multiple Zeta-Werte mit geradem
Gewicht darstellen als ein rationales Vielfaches von m-Potenzen. So gilt z.B.:

Satz A.2.2. Firn > 1 gilt:

7T2n

€(2,..,2) = @nt 1)
und ,
2

C({3,1}n) = (nt2)°

wobei {3,1}, :=(3,1,3,1,...,3,1).

2n

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage findet sich in [Zag] und die zweite Aussage
ist in [Zud03] Theorem 8. O

Neben der Darstellung als Reihe besitzen Multiple Zeta-Werte auch eine Darstel-
lung durch iterierte Integrale. Hierzu betrachten wir als Beispiel zunéachst folgendes
Integral, welches wir mit Hilfe der geometrischen Reihe umformen:
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I R e WA
S5fie]
/Zn—i—l vida
:[Zmiw ] Znﬂ) ii

2
n=0 =1 n

= ().

Analog sieht man leicht ein, dass fiir beliebige 1 < s € IN gilt:

/1 dl’l /w1 d.’L’Q /xs 2 d:[‘s_l /xs—l dl’s
Ts—1 JO 1—x,

Dies funktioniert allgemein auch fiir Multiple Zeta-Werte, indem man pro Level eine
Form vom Typ 1d_—yy integriert. Als Beispiel betrachten wir die Integraldarstellung fiir

€(2,2):

Ldxy r*v dxe 2 dl‘g dry
Rl ey A
€(2,2) o x1 Jo 1—z9Jo 1— x4
_/1611'1/371 1 Z 1 n+1dl’
S Joow S0 1—ay (n+1)2 2

n>0

1 de’l 1 +1
= _ — pn d
/0 :cl/o w2 Lt

m>0 n>0

1 “
§ : mgz—l—n—&-?]
0

m>0n>0 (7’L+1) (m+n+2)

1 1
:/ xl +n+1d$
0 150m50 (n+1)2(m+n+2)

B 1 B Z 1
a m>0n>0 (7’L + 1)2(m +n+ 2)2 B nl2m12 ‘

m/>n'>0

Allgemein gilt:

Proposition A.2.3. (Drinfeld Integraldarstellung) Der Multiple Zeta- Wert ((s1, ..., Sp)
besitzt folgende Darstellung durch iterierte Integrale:

1 dq:l T da:z Tsi-1 dxg, Ts dTg, 11 Tisi-1 - dw)y)
C(s1,..y 8 —_—
l1—2,, Jo =« 0 1—x
s1 s1+1 Is|
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Beweis. Fiir jedes s; hat man s;-Integrale, wobei s; — 1 die Form [ % und eins die
J

Form [ fﬁg - hat. Ingesamt hat man also |s| Integrale. Die Identitdt erhilt man durch

direktes Nachrechnen. Fiir jedes s; fithrt man die obige Rechnung des Beispiels durch
und erhélt dann nach einem Indexshift genau die Summendarstellung der Multiplen
Zeta-Werte. [

Die beiden unterschiedlichen Darstellungen als Summe und als iterierte Integra-
le liefert zwei unterschiedliche Darstellungen fiir das Produkt von zwei Multiplen
Zeta-Werten, die wir explizit im Abschnitt iiber Doppel Zeta-Werte darstellen.

Eine der bekanntesten Relationen zwischen Multiplen Zeta-Werten ist die Folgende:

Proposition A.2.4. (Summenformel) Fir alle k > 1 und alle 1 <1 < k gilt:

Yo Clky, k) = C(F).

k1+...+kl=k
ki1>1

Beweis. Siehe [GX08b]. O

Der einfachste Fall ist hierbei ¢(2,1) = ((3). Diese Relation wurde schon von Gold-
bach und Euler bewiesen und in [BB05] finden sich 32 Varianten, diese zu beweisen.

Im folgenden Abschnitt werden wir nun einen algebraischen Rahmen zur Behandlung
von Doppel Shuffle Relationen vorstellen und kurz auf Multiple Polylogarithmen
eingehen.

A.3. Hoffman Algebra & Polylogarithmen

Dieser Abschnitt soll kurz die algebraische Beschreibung der MZVs darstellen, die
von M. Hoffmann in [Hof97] eingefithrt wurde. Wir benutzen dabei die Notationen
und Vorhergehensweise aus [Zud03].

Fiir eine endliche Menge ¥ (Buchstaben) definieren wir die Menge der Worter ¥
als das durch ¥ erzeugte freie Monoid, mit dem Aneinanderhdngen von Wortern als
Verkniipfung und dem leeren Wort 1 als neutralem Element. Ist ¥ = {z, 1}, dann
schreiben wir fiir zgxg...zo € ¥* auch x{. Zusatzlich setzen wir y, = :L’S_l:cl fur s > 1.

Definition A.3.1. Fir ¥ = {xg, z,} definieren wir ) als den Q-Vektorraum

‘ﬁ = 6£)‘Q7

weX*
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zusammen mit den Untervektorrdumen

ﬁl = Ql D ﬁxl )
9’ = QL & zoHzy .
Identifiziert man eine Indexmenge (s1, ..., s;) mit dem Wort z§' 'z 28> 1 oy..af 2,
dann wird o genau durch die Worter erzeugt, die zu einer zulassigen Indexmenge
gehoren.
Wir fassen die Multiplen Zeta-Werte nun als Abbildung
C . ij — ]RZO

auf, indem wir fiir ein Wort w,, welches zur Indexmenge s, gehort definieren:

C(ws) :=((s),
¢(1):=1

und dieses dann linear auf alle Elemente in $)q fortsetzen.

Motiviert durch die Shuffle und Stuffle Relationen, die durch die Darstellungen der
MZVs als Summen bzw. Integrale entstehen, kann man zwei Multiplikationen auf $
definieren, die $) zu einer Q-Algebra machen.

Definition A.3.2. (Shuffle Algebra) Die Shuffle Algebra $ w wird definiert als
der Q-Vektorraum $ zusammen mit der linearen Fortsetzung von der auf Wortern
u, v, w € X*, by, by € ¥ rekursiv definierten Verkniipfung

lvw=wwl=w,

biuw byv = by (uw bov) + bo(bjuw v)
(Shuffle Produkt).

Diese Verkniipfung ist assoziativ und kommutativ und macht $) zu einer Q-Algebra.
Sie entspricht dabei der Multiplikation von MZV in Integralldarstellung. Das Ana-
logon fiir die Summendarstellung ist folgendermafien gegeben:

Definition A.3.3. (Stuffle Algebra) Die Stuffle Algebra §), wird definiert als der Q-
Vektorraum $) zusammen mit der linearen Fortsetzung von der auf Wortern u, v, w €
3%, by, by € X rekursiv definierten Verkniipfung

lxw=w*xl=w,

yju* ypv = y;(u * ypv) + yp(y;u * v) + yiee(u xv)

o)k w = w* xh = wr)

(Stuffle Produkt).
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Beispiel A.3.4. Die Gleichung

Yz * Yo = To71 * 20Ty = Y3(1 % yo) + Y2 (yz * 1) + ys(1 % 1) = ysya + yoys + s -

entspricht der Identitdt ¢(3) - ((2) = ¢(3,2) + ¢(2,3) + ¢(5).

Satz A.3.5. Die Abbildung C induziert zwei Algebrenhomomorphismen
<u_| :(5;:)07 U—') —>R,

G (9% %) — R,
d.h.
G(wywwy) = ¢(wr)¢(wz) = ¢(wy * ws)
fiir alle wy,wy € H.
Beweis. Die erste Aussage werden wir gleich mit Hilfe von Polylogarithmen bewei-

sen und als Korollar von Lemma erhalten. Die zweite Aussage findet sich in
[Zad03] S. 17. O

Diese Relation ist die oben erwidhnte Doppel Shuffle Relation.

Die Frage nach Relationen zwischen MZV wirft daher die Frage nach dem Kern von
¢ auf.
Der Satz liefert, dass {w; wwy — wy * wy | w; € H°} C ker (.

Es gibt aber auch Relationen, die nicht durch die Doppel Shuffle Relation entstehen
konnen, wie z.B. ((2,1) = ((3), da {(1) nicht definiert ist. Betrachtet man aber
den formalen Rahmen und lasst ((1) als formales Symbol zu, d.h. man betrachtet
Weérter in $!, dann ergibt sich diese Relation aus der Doppel Shuffle Relation, die
durch ¢(2) - (1) entsteht. Die zugehorige Stuffle Relation ist dabei:

¢(2)-¢(1) =¢(2,1) +¢(1,2) +¢(3),
und die zugehorige Shuffie Relation ergibt sich zu:
¢(2)-¢(1) =2¢(2,1) +¢(1,2).

Durch Gleichsetzen fallen die nicht konvergenten Terme weg und man erhélt ((2,1) =
((3). Dies wird als erweiterte Doppel Shuffle Relation bezeichnet und die Vermutung
ist, dass so alle Relationen entstehen (siehe z.B. [Hof97]):
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Vermutung A.3.6. Alle Relationen zwischen Multiplen Zeta- Werten werden durch
die erweiterten Doppel Shuffle Relationen erzeugt, d.h.

ker(¢) = {w1 Wawy —wy kwy | wy € ﬁlawz € ﬁo} .

Definition A.3.7. Fiir |z2| < 1 und s = (s1,...,5) mit s; > 1 definieren wir den
Multiplen Polylogarithmus durch
2™

Lis,, o (2) = Lis(z) == >

S1 . . C7
niy>...>n;>0 Ny ey

Wiéhlt man fiir s eine zulassige Indexmenge (d.h. s; > 1), so konvergiert diese Reihe
auch fiir z = 1 und man erhélt:

Lis, .5 (2) = ((s). (A.1)
Setzt man nun
Li,, (2) := Lis(2), Lii(2):=1,
so erhélt man durch lineare Fortsetzung eine Abbildung Li : ' — C((0,1),R)).
Lemma A.3.8. Seiw € $H! ein beliebiges nicht leeres Wort und x; der erste Buch-
stabe, d.h. w = x;u fir ein u € 9. Dann gilt:

d . d . :
7 Liy(2) = 7 Liy u(2) = w;(2) Liu(2)
wobei

, falls ; = x

IS

, falls x; = x; ‘

w;j(2) = wy,(2) == { .

1—z

Beweis. Sei w = y; fiir ein s = (s1, ..., 5;). Dann ist

ni

d d z
iy (z) = S
dz dz m>.§m>0 ni' - .oemy

an—l

- s1—1 Ci
nm>.>n>0 1 et Ty

Ist nun s; > 1, d.h. der erste Buchstabe von w entspricht einem z(, dann ist

d . 1 ™
@ LIZOU(Z) = ;
_ 1

s1—1
ny>...>n;>0 n

109



FEinfiihrung in Multiple Zeta-Werte

Fir s; = 1, also z; = 1, erhélt man unter Benutzung der geometrichen Reihe:

d Zzm—l

— Li, ,(2) = _—
dZ ac1u( ) m>.§m>0 Ny« ...- nlsl
1 oo
— Z - Z 2n1—1
S
na>..>ny>0 102 " " n' n1=na+1
1 "2 1 1
= = Li = ——1i )
1—2 ng>.§nl>0 ng-..on'  1l—z foz,e0(2) 1—2z ()

Motiviert durch Lemma kann man die Li,(z) fir alle w € $ definieren durch
Li;(2) =1 und

s! )

. log(2)® fal]sw::)jg flir ein s > 1,
Li,(2) =

Jo wi Liy(2)dz, falls w = z;u mindst. ein z; enthalt.

Es zeigt sich, dass diese Definition im Fall w € $' mit der vorherigen iibereinstimmt
und dass die Aussage des Lemmas erhalten bleibt. Man erhalt nun:

Lemma A.3.9. Die Abbildung w — Li,(2) ist ein Q-Algebrenhomomorphismus von
Hw nach C((0,1),R).

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, dass fur alle wy, wy € $ gilt:

Liy, waw,(2) = Liy, (2) Liy,(2),

wobei man sich aufgrund der Linearitat von Li dabei auf Worter wq, wy beschrinken
kann. Es sei |w| die Anzahl der Buchstaben eines Wortes w. Wir zeigen die Aussage
nun iber Induktion nach |w;| + |ws|. Der Induktionsanfang ist dabei durch w; =
wy = 1 gegeben und per Definition von 1w1 = 1 und Lij(z) = 1 ergibt sich die
Aussage zu 1 = 1 -1 und ist somit wahr.

Seien nun w; = z;u und wy = xxv. Dann erhalten wir mit der Produktregel, dem
obigen Lemma und der Induktionsannahme:
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= —(Ligu(2) Lip(2))

=7 Lixju(z) L (2) + Lizju(z) . a(liz Liz, o (2)

= w;(z) Liy(2) Liz,o(2) + wi(2) Lig;u(2) Liy(2)
= w;j(2) Liy w 2,0(2) + wi(2) Liguwo(2)

d /. .
= e (lej(u W xkv)(z) + lek(mju w U)(Z))

d

d Llrju L xkv(z)

d

d Llw1 W we (Z) .

Damit gilt:

Liy, ww,(2) = Liy, (2) Liy,(2) + C
mit einem C € R. Enthélt mindestens eines der beiden Worter w; oder w, den
Buchstaben z1, so ergibt sich aus der Definition von Li, dass beim Ubergang z — 0
beide Terme Li,, ww,(2) als auch Li,, (2) Liy, (2) verschwinden und somit C' = 0.
Enthalten beide Worter nur den Buchstaben g, so kann man den Ubergang z — 1
betrachten und erhélt ebenfalls fiir beide Ausdriicke 0, da log(1l) = 0 und somit
C' = 0. Damit ist die Aussage bewiesen. m

Zusammen mit und der Tatsache, dass H° eine Unteralgebra von $) ist, erhdlt
man nun den ersten Teil von Satz [A.3.5]

A.4. Doppel Zeta-Werte

Der Fall fiir Level 2 ist Gegenstand von vielen einzelnen Arbeiten wie z.B. [GKZ06]
oder [CB94]. Im Folgenden betrachten wir also fiir zwei positive ganze Zahlen sy, 9

mit s; > 1 die Werte )
C(Slv 82) - Z S1 s °
. n2

n1>nz>0 a1

Direkt aus dieser Definition erhélt man auch schon die erste Relation (Stuffle Rela-

tion)
C(s1) o
n1>0 nl n2>0
1 1 1
- Z nst . ps2 Z s n52+ Z nst . ps2
ni>ny>0 71 2 ng>n1 >0 2 ni=ns>0 1 2

= ((51,82) + (52, 81) + (51 + 52) -
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Wie wir oben gesehen haben, besitzen die Multiple Zeta-Werte aber auch eine Dar-
stellung durch Integrale. Wir betrachten nun zunéchst was passiert, wenn man zwei
iterierte Integrale miteinander multipliziert. Seien w; = f(¢;)dt; im Folgenden be-
liebige im Intervall [0, 1] integrierbare 1-Formen. Betrachtet man das Produkt der
beiden Integrale iiber 0 < t; < t3 < 1 und 0 < t3 < t4 < 1, so kann man dieses
zu einem Integral iiber 0 < t; < ty < t3 < t4 < 1 zusammenfassen, indem man je-
de einzelne Umordnung der ¢; betrachtet, welche die urspriingliche Ordnung in den
einzelnen Integralen beibehélt, iiber diese einzeln integriert und dann aufsummiert:

/ wiwsy / w3wy = +
0<t1<te<1 0<tz<ty<l 0<t1<ta<tz<ts<l 0<t1<tz<ta<tqs<l

+ +

O<tz<ti<ta<ts<l 0<ti<tz<ts<to<l

+ + W1WolsWwy .
0<tz<ti<ts<tz<l JO<tz<ts<ti<t2<l

Mit Hilfe dieser Uberlegung bekommt man eine weitere Darstellung fiir ((s;) - ((s2),
indem man die beiden Integralldarstellungen mit dem obigen Verfahren miteinander
multipliziert und das entstehende Integral wieder als Multiple Zeta-Wert interpre-
tiert. Dies hat kombinatorisch gesehen etwas mit dem Mischen von zwei Kartensta-
peln der Grofle s; und s9 zu tun, da hier auch nach den Moéglichkeiten der Mischun-
gen (engl. shuffle) gefragt ist, bei der die Ordnung in den einzelnen Stapeln nicht
verletzt wird. Dies entspricht dem Shuffle Produkt im vorigen Abschnitt.

Dies liefert eine zweite Darstellung fiir das Produkt von Zeta-Werten der Lange 1
(Shuffle Relation):

o= () + (L20))ctsrsamn a2)

Das Gleichsetzen der ((s;1)-((s2) in den beiden Relationen ergibt die Doppel Shuffle
Relation.
Zudem sind unter anderem folgende Relationen bekannt

Proposition A.4.1. Fir die Doppel Zeta-Werte gelten folgende Relationen

(i) Fir s, ungerade und sy gerade ist

81—1 82—]_

1 sikse i—1 i —1 , ,
C<81,82)2—5<<81+82)+ Z ((j >+<] ))C(j)g(sl—FSQ—j).
=1
i wjzgemde
(i) Fir beliebiges 1 < s € N gilt:
s—2

Cls,1) = 3¢5 1) = 3 3G +1)(s = ),

Jj=1
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Beweis. Auch diese drei Identitdten stammen von Euler. Siche [CB94]. O

Wie im vorherigen Abschnitt erwahnt, entstehen vermutungsweise alle Relationen
zwischen Multiplen Zeta-Werten durch die Doppel Shuffie Relationen. Man betrach-
tet daher folgenden Raum:

Definition A.4.2. (Formale Doppel Zeta-Raum) Der Formale Doppel Zeta-Raum
D), vom Gewicht k ist der durch formale Linearekombinationen von Symbolen Z, ,, P, 5, Zj,
mit r, s > 1,r + s = k aufgespannte Q-Vektorraum modulo der Relationen:

PT,S:ZT,S+ZS,T+ZkJ’
k=1 / /. :
J—1 j—1
P.,= Lk
() (0)) A

Dies ist also der Raum formaler Symbole, welche die Doppel Shuffle Relationen
erfilllen. Die Z, s entsprechen dabei den ((r,s), die Zx den ((k) und die P, dem
Produkt ((r) - {(s). Der Unterschied zu den ,richtigen* Zeta-Werten ist, dass auch
die Félle r = 1 und k& = 1 zugelassen sind.

In diesem Raum gilt:

Satz A.4.3. Fir gerade k > 2 gilt:

k—1 3 k—1 1
Z Zr,k—r = ZZkv Z Zr,k—’r = ZZk
r=2 r=2
rgerade rungerade
Beweis. Siehe z.B. [GKZ06] Theorem 1. O

Dieses Ergebnis gilt auch in der ,echten* Zeta-Welt, da die Doppel Shuffle Relation,
die durch das hinzufiigen der nicht konvergenten Terme entsteht, in diesem Fall durch
die oben erwdhnte Summenformel gegeben ist. Um dies deutlich zu machen,
betrachten wir allgemein die Relationen, die durch die Doppel Shuffle Relationen
entstehen:

Proposition A.4.4. Sei k gerade, | = L%kjj und die Matriz DS* € Mi-1,(Q)

gegeben durch
DSk, — (g, k= j;i) Jalls1<j<®
(03,2j—k + 0i2k—25) m . sonst

Y

wobes

, J—1 J—1
7@&0):<W_J4‘@_1>—@J—&w

B, - B - (T+S)!
2Br,~+s crl.s!

K(r,s) = —
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Dann gilt fiir beliebige A = (A, ..., \)T € Q' und DS*-A =: (cq, ..., cr_1)T € QF 1

(g&) C(k) = kz_:lciC(i,k—z').

=2

Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir ein Beispiel. Fiir den Fall £ = 12 gilt:

o0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 22 0 0 0 0
12 0 0 0 0 0 0 ©0 0 0
13 3 0 0 0 0 28 0 0 0
14 6 4 0 0 0 0 0 42 168
1 51 10 5 0 0 0 % —90 [=] 0
1 6 15 20 15 12 0 0 0 55 150
1 7 21 3 42 42 0 23 0 0 0
1 8 28 64 98 112 0 0 0 0 28
1 9 45 120 210 252 22 0 0 aa0 0
1 20 90 240 420 504 0 0 O 0
DSI2
und somit

5197 360
o1 o(12) = (42 — 90 4 55 + 691> ¢(12) = 168¢(5,7) + 150¢(7,5) + 28¢(9, 3) .

Beweis. Durch Gleichsetzen erhilt man in fir jedes Paar (r,s) mit r+s =k
eine Relation der Form

. jg—1 7—1
7(7”78;]): <T—1> + <5_1> _(5T,j_58,j'

Dies gilt auch fiir den Fall r =1 und s = £ — 1, da in diesem Fall diese Relation sich

zu
k—1

(k) =>_¢(, k=)

j=2
ergibt und diese Relation durch gegeben ist.
Interessiert man sich fiir alle Relationen, die aus den Double Shuffle Relationen
fiir Doppel Zeta-Werte erzeugt werden konnen, so kann man einen beliebigen
Vektor der Form A := (A, ..., )\k,l)T € Q%! wihlen und die obigen Relationen mit
den Faktoren \; gewichten.
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Wir definieren zusatzlich |A] = Y A; und erhalten durch Gleichsetzen der beiden
Darstellungen fiir das Produkt der Werte ((r) und ((s) mit r+s = k die Darstellung

AIC(R) = S ACH) = 20 3ol k= ri)C(i k=)

k=1 k=1
=1 \r=1

1

=: > a;(N)C(i, k —1),

1

wobei hier der Fall » = 1 nicht durch das Produkt {(1)-((k—1) gegeben ist, sondern

durch die Summenformel (k) = Y52} ¢(i, k — i).

Man hat also (ay(A), ..., ar_1(A))T =: a(A) = MA, wobei M € M,_,(Q) die Matrix

ist mit

-
T

<.
Il

M =~(j, k= j;i).
Will man nun prifen, ob die Relation ((k) = Z;‘?;Il ¢jC(j, k — j) aus den Doppel
Shuffle-Realtionen folgt, so muss man das Gleichungssystem

MA = (Cl, cery Ckfl)

l6sen. Die A, geben dann den Beitrag der Doppel Shuffle Relation fiur {(r) - ((k—7)
in der Darstellung der gesuchten Relation an.

Beispiel: Mit k£ = 6 berechnen wir die Matrix

00 0 01

1 0 0 0 1

M= (v(j,6—J;i))<j<s =11 2 0 2 1
Sl 3 6031

1 8 12 8 1

Wir erhalten
) 27 1 ) Y Y Y ) Y Y
) 27 ] ) ) Y Y ) )

und damit

(1-5+7)¢0) = 3¢0) = c2. 9 +¢(1,2),

2 4
(; - i) ((6) = ic(e’) =¢(3,3) +¢(5,1).
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FEinfiihrung in Multiple Zeta-Werte

Fiir gerade k gibt es nun zusétzlich noch die Euler Identiit ((k) = — (2”;3€TB’°. Damit
ergibt sich zusammen mit der Stuffle Relation folgende Identitét fiir gerade r,s und
r+s=k:

C(r,s) +C(s,r) = (C(r) - C(s) = C(K)) = krsC(K) = C(F),

wobei BB, ( X
rDg - (T + 8)!

iy 8) = = 2B, g1l 8!

Somit ergibt sich
1
C(k) = (C(r,s) +C(s,7)) -
Krs — 1
Wir definieren dazu nun fiir ein gerades k die Matrix E durch
1
Eij = (0j2i + 0jx—2i) PR

Somit kann man analog zu oben nun die im Satz erwihnte Matrix DS* := (M | E)
betrachten und erhélt so alle Relationen, die durch die Doppel Shuffle Relation und
die Euler Identitat entstehen. Aufgrund der Symmetrie der Produkte kann man sich
dabei jeweils auf die Hélfte der Relationen beschrinken, da die Matrizen M und E
beide achsensymmetrisch sind. O]
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B. Periodenpolynome und
Hecke-Operatoren

Dieses Kapitel soll einen kleinen Uberblick iiber Periodenpolynome von Modulfor-
men und einem analogen Begriff von Hecke-Operatoren auf ihnen geben. Mit Hilfe
dieser Operatoren berechnen wir dhnliche Formeln fiir 7(n), wie sie in Abschnitt

hergeleitet wurden.

B.1. Periodenpolynome

Mit V}, bezeichnen wir im Folgenden alle homogenen Polynome in C[X, Y] vom Grad
k — 2 und mit V,; C Vj alle Polynome, deren Monome geradezahlige Exponenten
haben. Analog ist V" C V}, die Menge aller Polynome mit ungeraden Exponenten.

Bemerkung B.1.1. Diese Bezeichnung ist nicht einheitlich. In [Zag93a] wird die
Bezeichnung so gewahlt, dass V,~ die ungeraden Polynome bezeichnet, wobei wir
hingegen die Notation aus [BS11] und |[GKZ06] benutzen.

Auf der Menge V. lassen wir erneut ein 7 € My(Z) wirken durch

PL[X,Y] = P(aX 4 bY,cX +dY).

Definition B.1.2. (Periodenpolynom) Fiir eine Spitzenform f € Sy definieren wir
die Abbildung r durch

T’iSk—>Vk

f— /Ooo f(2)(X —=Y2)2dz.

r(f) wird das Periodenpolynom von f genannt. Mit 7~ und " bezeichnen wir jeweils
die Abbildung auf V= bzw. V,".
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Periodenpolynome und Hecke-Operatoren

Diese Definition macht aus Konvergenzgriinden des Integrals nur fiir Spitzenformen
Sinn. Fiir nicht-Spitzenformen kann man eine &hnliche Definition angeben, in der
im Integranten von f der O-te Fourierkoeffizient abgezogen wird, um die Konvergenz
zu gewahrleisten. Hierzu definieren wir fiir eine beliebige Modulform f € M, das
Periodenpolynom durch

1) = [T (X =YD f() — aol )

0

[T =Y () = ao())ar

+ (/) (1 — TUlk) (X —Yr)! e P Cc-xyet,

F-1\Y X N
r,s>0
wobei 7y € H beliebig ist (sieche [Zag93a] S. 453).
Beispiel:
P (A) = w - (?’GXIOW _ XSV 4 3X0YS — 3X1YS 4 X2y 36)
691 691/’ (B.1)
2miC(k — 1) ps k—2 (2m)* & B, By, 1y k—r—1 .
= T T (xke2 _yke2) Zr Xr-lykr
@) = =55 ) 2k—2§::0 ! (k—r)! ’

wobel w ~ 0.114379...5 € C.

L ) R (Y

definieren wir den Raum W, durch

Mit

Wy ={PeVy | Pus=Pivue=0}.
Satz B.1.3. Die Abbildung v~ liefert einen Vektorraumisomorphismus und somit
st Mk = Wk_

Beweis. Dies ist Theorem 1 in |[Zag93a] Abschnitt 2 (S. 453). O

Hieraus folgt insbesondere, dass Sy, = W, /(X*72 — Y+=2),
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Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen

B.2. Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen

Im Abschnitt iber die Modulformen wurden Hecke-Operatoren eingefiihrt. Hecke-
Operatoren sind dabei Endomorphismen auf M, und Periodenpolynome sind, wie
im vorherigen Abschnitt gesehen, Polynome vom Grad k — 2 mit gewissen Eigen-
schaften. Es gibt nun, motiviert durch die Eichler-Shimura Theorie (Satz , die
einen Isomorphismus von M} zum Raum gewisser Periodenpolynome liefert, einen
analogen Begriff der Hecke-Operatoren auf dem Raum der Periodenpolynome. Wir
wollen diese hier kurz wiederholen und sehen, dass durch die Wirkung der Hecke-
Operatoren T, auf den Monomen X"Y* Folgen entstehen, die den verallgemeinerten
Teilersummen o, 4(n) dhneln.

Mit M,, bezeichnen wir in diesem Abschnitt die Matrizen mit Determinante n.

Proposition B.2.1 (Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen). Sei n € N und
T, € Q[M,] mit

(1-9T,=T=1—-9)+ (1 -T)Y,
fir ein Y, € Q[M,] und

-y oy (1),

ad=n 0<b<d
Dann gilt fir jedes k und n: Wi|T,, C Wy und die Wirkung von T, auf Wy, korrespon-

diert zur Wirkung der Hecke-Operatoren auf S, ® M, beziiglich der Periodenabbildung
r, d.h. es gilt

r(Tnf) =r ()T
Beweis. Siehe [Zag93b]. O

Ein Beispiel fir ein T, das die Bedinung von erfiillt, sind die sogenannten
Manin Matrizen, welche in diesem Abschnitt genauer betrachtet werden sollen.
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Periodenpolynome und Hecke-Operatoren

Definition B.2.2. Wir definieren folgende Mengen von Matrizen:

ol
|l

€ M,(Z |a>|c]d>\b|}

)
>6Mn Mo}
) _a

QU

QL

M, = M~ N By,
Mm = M>NCy,
M2 =M>"NM",
M, =M UM uMm?

Die letzte Menge 9, nennen wir Manin Matrizen.

Proposition B.2.3. 9, erfillt die Bedingungen von |B.2.1].
Beweis. Siehe [Zag90] oder [Bac09). O

Beispiel: Die geraden Periodenpolynome der Eisensteinreihe G}, sind durch X*—2 —
Y*#=2 gegeben. Man erhélt fiir die Fourierkoeffizienten:

op-1(n) = d 2 —pF 2

mn

(Siehe dafur auch [Bac09] Satz 5.1 fiir die genaue Begriindung, warum die X durch d
und die Y durch b ersetzt werden konnen, wenn man die Wirkung der 91, auf einem
Periodenpolynom P(X,Y) betrachtet.) Wir wollen die rechte Seite (fiir beliebige
k € IN) genauer untersuchen und berechnen dazu zundchst die Anteile der Summe
fiir die Mengen 9, fiir ¢ = 0, 1, 2 einzeln. Fiir 99 und 9! lassen sich diese in Form
von Teilersummenfunktionen darstellen:

Z;dk—b’“:z;dk:z oo db =Y ad* =add d" =no_i(n).
my me

ad=n —5<c<3 ad=n dn
a,d>0 a,d>0

z;dk Z Z d* = Z d-d* = op11(n).

ad=n —7<b ad=
a,d>0 a,d>0

l\?\&.
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Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen

sres x> ovassees (i)

ad= n-—7<b % ad=n b=1 ad=n
a,d>0 a,d>0 2(d>0
d—1
Bekannterweise lassen sich die Potenzsummen 7,2, b als Polynome in ! aus-
driicken (Siehe Proposition 1.2.4)). Im Fall £ = 1 ist z.B. 1 d 1 (d;Ql - 1) = % bzw.
fiir k = 2 ergibt dies %23, Fiir 51(n), B2(n) erhilt man somlt.
1
Bi(n) = 7 (2(n) = oo(n) + Z
%ré!&
1
52(”)25(03( —o1(n)) + Z
2\d>0
1
Bs(n) = 3 (04(n) — 203(n) + oo(n)) + Z =
2\d>0

und insbesondere fiir n = p prim hat man £;(p) = p24_1 , Ba(p) = u und [3(p) =
pt=2p’+1
32 -

Da man mit obigen Summanden den Teil mit b = ¢ = 0 doppelt zahlt, muss dieser
spater noch abgezogen werden. Fiir diesen Teil hat man

I Ll
Mo NanY
ad>0

Der Teil fiir 92 lisst sich nicht auf obige Weise vereinfachen. Wir wihlen aber, wie
zuvor auch, eine andere Darstellung, bei der nur iiber positive b, ¢ summiert wird
und definieren:

=>d"-vr=2 > d-

ad+bc=n
a>c>0
d>b>0

Insgesamt hat man dann
S d" — b =nop_1(n) + op1(n) — on(n) — Br(n) + Ae(n).
My,

Der Grund, weshalb die Darstellungen so gewéhlt wurden, dass b, ¢ > 0, liegt in der
folgenden Vermutung:

Vermutung B.2.4. Fir alle k > 1 (also auch fir die ungeraden) gilt:

ors1(n) =>_d° — [b|*.
m
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Periodenpolynome und Hecke-Operatoren

Man hat somit
Ok1(n) = nog-1(n) + orx1(n) — ox(n) = Br(n) + Au(n),
welches umgeformt ergibt:
Ae(n) = Br(n) + ox(n) — nog_1(n).

Im Fall £ = 1,2 und ungerade n = p prim gilt also insbesondere:

2 2
p°—1 p°—4p+3 p—1)(p—3
Ml(p) == —+p+1-2p= 1 _ L( ),
3 3
p>—p p>—13p+ 12 p—1)(p—3)(p+4
Ak(p) = D +p+1—-2p= D :( It 5 )( )’
4 2 3 2
p*—=2p°+1 p°— 13p+ 12 p—1)(p—3)(p°+4p+11
Me(p) = 3—2—|—p+1—2p: 3 = ( ) ;(2 >7
bzw.
ad+bc=p 8
a>c>0
d>b>0

Diese Aussage lésst sich auch elementar beweisen.
Wir wollen nun allgemein homogene Polynome in C[X, Y] und die Wirkung von 9t,
auf ihnen betrachten, um damit dann eine Formel fir 7(n) herzuleiten. Auf dem
Monom X"Y* erhalten wir:

DAV =D dV+> A+ AV - > db.

m, mo L m2 mo NI,
Die Summe tiber M}, verschwindet, sofern s > 0. Wir betrachten die Terme wieder
einzeln und setzen

no,—1(n), fallss=0

as(n) = d'b° = { )
my,

0, sonst
Brs(n) == E:drbS = d" Z b* 4+ vs(n),
g, ad=n —g<b<g
a,d>0

Yrs(n) =

Y

207, (%) , falls n gerade
0, sonst

As(n) =S d0 = 3 d'b,
m%

ad+bc=n
a>c>0
d>b>0
or(n), fallss=0
R r1S8 __
&s(n):= > dV = :
MO AL 0, sonst
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Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen

Mit diesen Definitionen gilt dann:

Z d'b* = a5(n) + Brs(n) + A s(n) — €.5(n) .
m,,

Den Term f3, ; kénnen wir mit Hilfe von noch weiter umformen:

G =S Y b4 Y d<>

ad=n —7<b<7 ad=n
a,d>0 a,d>0,2|d
[5]
2 : r § : s E : rg d —1
_2 d b +77"s _2 d +77",s(n>7
g(il>0 a d>7(l)

wobel

d 1 & (k+1 :
Sk(n) ::Zbk@iA ( j >Bj(n+1)k+1_9.

Die rechte Seite macht dabei auch fir n € Q Sinn, so dass wir Sk(n) fir nicht
natiirliche n durch die rechte Seite definieren. Man erhalt:

SQ‘HD :ss<d—1> +{5s (5-1) = S.(%5), falls d gerade

2 2 0, sonst

Wir teilen hiermit den Term 3, ; weiter auf und setzen:

is = 2Zdr5's (d;1> ,

dn
d d—1
2, :=2zdr(58 (‘1> -5, ()) |
7 2\dfn 2 2
Damit ist 8,5 = 5, , + 5,,3 + 7.5 Fiir ungerade n und s > 0 gilt damit

Zd”bs— 1) + Ars(n) .

Da wir uns fir die Fourierkoeffizienten von A interessieren und das zugehorige Pe-
riodenpolynom durch

6
rA(X,Y) = —;31)(10 + XY = 3XOY* 4+ 3X1Y° — XY + 63911/10
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Periodenpolynome und Hecke-Operatoren

gegeben ist, erhalten wir so eine Formel fiir die 7-Funktion:

T(n) = Z (dlo — bl —

691
My 3 (

dBB? — 3B+ 346 — deS))
691
Sl 5e 2

=on1(n) — @ (Bs2(n) — 3B64(n) + 3Bas(n) — Pag(n))

691

= 55 (ealn > = 3ea(n) +3Nag(n) = Aas(n))

(d8b2 — 3d5b* + 3d*° — deg)

Um dies weiter umzuformen, berechnen wir die zugehorigen Terme einzeln. Dabei

betrachten wir zunéchst d"Sj (%) fur (r,s) € {(8,2),(6,4),(4,6),(2,8)}:

d—1\ d* &
d® —
5 ( ) 24 247

d—1 v 7d
6 _ _
ds“( 2 >_160 B0
d—1 b4 7dT 31
d*s. — R
8 ( 2 > 896 128 T 384 2688’
. d—1\ d" d° . 494" 31d° . 12743
S\ 2 )7 4608 384 ' 3840 1152 ' 7680
Damit ist
691
5 (B32(n) = 365,(n) +381(n) — 35(n)) =

87757 () + 921421 ) + 4837 (n) - 2902891 ).
g3\ n ———05(N —0 ——0
138240 ° 72576 ° 691207\ 7 2903040 7"

Fiir ungerade n hat man somit:

() 149 <)+4837 ()+21421 ()+87757 ()
T\N) =————0 n —O07(N os(Nn g3ln
2903040 69120 " 72576 ° 138240 °
691
— == > (% = 3d%" + 3d"° — d’°)
18 ad+bc=n
a>c>0
d>b>0

87757 | 21421 | 4837 149 _ 1 s P
und da {325 + 55226 + go1e0 T 3903025 — L insbesondere fiir n = p > 2 prim:

149 L AS3T o 21421 5 STTST

2903040 601207 T 725767 T 138240
691

— == > (% - 3d 4 3d"° — d’®) .

18 ad+bc=p

a>c>0
d>b>0

7(p) = PP +1
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Hecke-Operatoren auf Periodenpolynomen

Der Zusammenhang zu den Teilersummen o, 4(n) ist nun durch die A, s(n) gegeben.
Bei 0, 4(n) wird tber ad + bc = n mit @ > ¢ > 0 summiert und bei A, 4(n) tber
ad +bc =n mit a > c > 0und d > b > 0. Es ist anzunehmen, dass die Formeln
die in diesem Abschnitt hergeleitet wurden, durch den Satz [3.2.3] der Relationen
von Doppel Zeta-Werten in Verbindung mit Periodenpolynomen brachte, zu den
Relationen fithren, die wir in dem Kapitel iber 7(n) durch Relationen zwischen
Doppel Eisensteinreihen gewonnen haben. Dieser Zusammenhang ist bisher noch
ein offenens Problem, welches auch in [Kanll] angesprochen wurde.
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C. Mathematica Code

Wir geben im Folgenden eine Mathematica Implementierung zur Berechnung der
Fourierreihen von Gy, , G, 5, und Gy, s, s,. Abschliessen werden wir noch ein Beispiel
zur Benutzung des Codes angeben.

(* Einstellungen *)
isDivString:=1;
isZetaString:=0;
isDividedByPi:=1;
latexString:=1;

(* Teilersummen *)

divS1i[k_,n_]:= If[isDivString==1,

If [latexString==1,StringForm["\sigma_{‘‘}(‘“)",k,n],
StringForm["divS1[‘‘,“‘]1",k,n]],

DivisorSigmalk,n]];

divS2[r_,s_,n_]:=

If [isDivString==1,

If [latexString==1,StringForm["\sigma_{‘‘,“‘}(‘)",r,s,n],
StringForm["divS2[‘ ¢, ¢, ‘]",r,s,n]],

divS2N[r,s,n]];

divS3[r_,s_,t_,n_]:=

If [isDivString==1,

If [latexString==1,StringForm["\sigma_{¢‘,“ ¢, ‘}(‘)",r,s,t,n],
StringForm["divS3[“‘,“‘,“‘,“‘1",r,s,t,nl],

divS3N[r,s,t,n]];

divS2N[r_,s_,n_ ]:=Sum[Sum[Sum[
If [ul*vli+u2*v2==n,ul"r * u27s,0],
{U1,1;n},{u2’1’n}] ,{V2919V1_1}] ,{Vlalyn}] 5

divS2NS1[r_,s_,n_ ] :=Sum[Sum[Sum[

If [ul*vi+u2*v2==n,ul”r * u2”s*v1,0],
{u1,1,n},{uv2,1,n}],{v2,1,v1-1}],{v1,1,n}];
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Mathematica Code

divS2NS2[r_,s_,n_ ]:=Sum[Sum[Sum[
If [ul*vli+u2*v2==n,ul"r * u2”s*v2,0],
{uj-slyn},{uzylan}] ,{V291,V1-1}] ,{vl,l,n}] 5

divS3N[r_,s_,t_,n_ ]:=Sum[Sum[Sum[Sum[
If [ul*vi+u2*v2+uld*v3==n,ul"r * u2”s*u3"t,0],
{u1,1,n},{uv2,1,n},{u3,1,n}],{v3,1,v2-1}1,{v2,1,v1-1}]1,{v1,1,n}];

(x Zeta Werte %)

Ze[s1_]:=If[isZetaString==1,
StringForm["z(‘ ‘)" ,s1],If[s1<2,StringForm["z(¢‘)",s1],

If [isDividedByPi==1,Zetals1]/(2%Pi*I)~sl,Zetals1]]] 1;
DZel[s1_,s2_]:=If[isZetaString==1,
StringForm["z(‘¢,“‘)",s1,s2],DZeN[s1,s2]];
TZe[s1_,s2_,s3_]:=StringForm["z (¢, ‘¢, “)",s1,s82,83];

DZeN[n_,m ]:= If[n==6&& m==4,11/10%Ze[10]-DZe[7,3]1-Ze[5] 2,
If[n<2,0,If[EvenQ[n+m] || m==1,If[n==m, (Ze[n ]1*Ze[m]-Ze[m+n])/2,

If [n<m && m>1,Ze[n]*Ze[m]-DZeN[m,n]-Ze[m+n],
StringForm["z(‘‘, )" ,n,m]]1],1/2*%(1+(-1) "n)*Ze [m] *Ze [n]

+1/2*%((-1) "n*Binomial [m+n,m]-1) *Ze [m+n] - (-1) "n*Sum [ (Binomial [m+n-2*i-1,m-1]
+Binomial [m+n-2*i-1,n-1])*Ze[2*i]*Ze [m+n-2*i] ,{i,1, (m+n-3)/2}1]1 11;

xg {...2 ®

gS1lk_,n_]:=(-1)"k/(k-1) !*divS1[k-1,n];
gS2[r_,s_,n_]1:=(-1)"(r+s)/((r-1) '*(s-1) 1) *(divS2[r-1,s-1,n]);
gS3[r_,s_,t_,n_J:=(-1)"(r+s+t)/((r-1) !'*(s-1) ! *(t-1) 1) *divS3[r-1,s-1,t-1,n];

(* Terme fiir Koeffizienten *)
CClp_,s1_,s2_1:=(-1)"(p-s1)*Binomial [p-1,s1-1]+(-1) "s2*Binomial [p-1,s2-1];
Bino2[al_,a2_,bl_,b2_ ]:=Binomiall[al-1,bl-1]*Binomial[a2-1,b2-1];

(* Zusdtze fir nicht abs. Konvergenten Fall x*)

DoubleANEps[r_,s_,n_]:=

D7 (r+s) /(-1 Ix(s-1) 1)

* (KroneckerDelta[s,1]*(n/2*divS1[r-2,n]-1/2*%divS1[r-1,n])
+KroneckerDeltal[r,2]*n/(2*s)*divS1[s-1,n]);

TripleANEps([sl_,s2_,s3_,n_]:=
KroneckerDeltal[s1,2]*n/(2*(s2+s3))*(DoubleAN[s2,s3,n])
-KroneckerDelta[s1,2]*KroneckerDelta[s2,2]*n"2/(273*s3%(s3+1) ) *SingleAN[s3,n];

(* Eisensteinreihenkoeffizienten *)
SingleAN[k_,n_]:=gS1[k,n];
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DoubleAN[r_,s_,n_]:=gS2[r,s,n]+Ze[s]*gS1[r,n]
+Sum [If [k1+k2==r+s,CC[k2,r,s]*Ze [k2] *gS1[k1,n],0],{kl,1,r+s},{k2,1,r+s}]
+DoubleANEps [r,s,n];

TripleAN[s1_,s2_,s3_,n_]:=DZe[s2,s3]*gS1[s1,n]+Ze[s3]*gS2[s1,s2,n]
+gS3[s1,s2,s3,n]+Ze[s3]*(Sum[If [k1+k2==s1+s2,CC[kl,s1,s2]*Ze[k1]
*gS1[k2,n],0],{k1,1,s1+s2},{k2,1,s1+s2}])

+Sum [If [k1+k2==s1+s2,CC[kl,s1,s2]*Ze[k1]
*xgS2[k2,s3,n],0],{k1,1,s1+s2},{k2,1,s1+s2}]

+Sum [If [k1+k2==s2+s3,CC[k1,s2,83]*Ze[kl]
*xgS2[s1,k2,n],0],{k1,1,s2+s3},{k2,1,s2+s3}]

+(-1)"(s2) *Sum [If [k1+k2+k3==s1+s2+s3, ((-1)"s3
*Bino2[k2,k3,s2,s3]+(-1) " (s1+k2+k3)
*Bino2[k3,k2,s1,s2])*DZe [k3,k2] *gS1[k1,n],0]
,{k1,1,s1+s2+s3},{k2,1,s1+s2+s3},{k3,1,s1+s2+s3}]

+(-1) " (s1+s3) *Sum[If [k1+k2+k3==s1+82+s3, (-1) k2
*Bino2[k2,k3,s1,s3]*Ze [k3] *Ze [k2] *gS1[k1,n],0]
,{k1,1,s1+s2+s3},{k2,1,s1+s2+s3},{k3,1,s1+s2+s3}]
+TripleANEps[s1,s2,s3,n];

Beispiel C.0.5. Wir haben Abschnitt unter anderem gesehen, dass gilt:

25.32.5.72.11 ~ 212.33.7.691 ~ 29.3%.5.7.691 ~
A=— 1 Gig + -1 Gs34 — -1 G 3.3
29.34.5.7.691 ~ 210.34.7.691 ~ 29.32.5.7.691 ~
+ = Gass + 1 G543 — -1 Gy .

Unter Benutzung obigen Codes erhalt man fiir die ersten 10 Koeffizienten der rechten
Seite:

Table [Expand [
—-275%372*%5x772%11/71*SingleAN[12,n]
+2712*%373*%7x691/71*TripleAN[5,3,4,n]
—-279%374*5x7*691/71*TripleAN[6,3,3,n]
+279%374x5x7*691/71*TripleAN[4,5,3,n]
+2710%374*7x691/71*TripleAN[5,4,3,n]
-279%372*5x7%691/71*DoubleAN[9,3,n]]
,{n,1,10}]

>> {1, -24, 252, -1472, 4830, -6048, -16744, 84480, -113643, -115920}
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